Notation fur das asymptotische Verhalten von Funktionen
Viorbemerkungen:

1. Aussagen uber die Komplexitat von Algorithmen und von Problemen sollen
(in der Regel) unabhangig von speziellen Maschinenmodellen und speziellen
Eigenschaften eine Implementierung, ebenso von technologischen Details

2. Bei der Untersuchung von Komplexitatsfunktionen interessiert nicht so sehr
der exakte Werteverlauf einer Funktion f : N — R, , sondern deren
“Tendenz", d.h. das Wachstumsverhalten (asymptotisches Verhalten) fuir
wachsendes Argument
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Landausche Symbole fiir asymptotisches Verhalten von Funktionen

O(f) = {g:N—=>Ry;3Ic€Rs0Ing € NVn € N>y, 1 g(n) <c- f(n)}
gn) € O(f(n)) = " f(n) ist asymptotische obere Schranke fur g(n) "
Q(f) = {g:N—>]R+;306R>03no€NVnENZnO:g(n)Zc-f(n)}
Quo(f) = {9g:N—>Ry;3ceR0YmeNInENsy, 1 g(n) >c- f(n)}
gn) € Q(f(n)) : " f(n) ist asymptotische untere Schranke fiir g(n) "
O(f) = {9:N—=Ri;9€0(f)AgeQ(f)}

g(n) € ©(f(n)) : * f(n) hat gleiche Wachstumsordnung wie g(n) "



o(f) = {g:N—ﬁR@; limMZO}

M )
gn) €o(f(n)) : *“g(n) hat kleinere Wachstumsordnung als f(n) "
S NS RL: 1w T
w(f) = {g-N Ry lim a(n) —0}
gn) ew(f(n)) : “g(n) hat grossere Wachstumsordnung als f(n) "
oo f(n)
f(n) ~g(n) = lim o) 1

“f(n) und g(n) sind asymptotisch aquivalent "



Fur Funktionen f,g : N — R

fe€0(g) < Ifl€O0(gl)
wobei |f|: N — Ry : 2 — |f(z)|

Ebenso fiir die anderen Landauschen Symbole.



Rechenregeln
1. Vk,l €N : k> /(= n"co(n”)
2. Vk,£ €N : k> {=nF+ntecOnk)

3. fiir Polynome p(n) = S2%_ p; n' mit p, > 0, £ eine Konstante
([>,<,=> <]k = pn)e [0,90,0,w] (n)
4. Vk € N : n* € o(2")
5. Logarithmen zu verschiedenen Basen
log,n € O(log,n) (a,b>1)

6. Vk € NVYe € Ry : log®(n) € o(nf)

7.¥neN : 2" € o(22)
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

f€0(g) = geQ(f)und feo(g) & gew(f)

feQg) = fe€ol(g)

f€Qu(g) 7 f €Qg)

Transitivitat: f € O(g) Ag € O(h) = f € O(h) fir O € {0,9,0,0,w}
f€Qs(9)Ng € Qoo(h) # [ € O(h)

f1€0(g) A f2€0(g) = f1+ f2 € O(g)

falls g nur endlich-viele Nullstellen hat:

f(n)

fe€O0(g) & JceRyyg: limsupﬁ <c
n— 00 n

falls g nur endlich-viele Nullstellen hat:

few(g) < E|CER>021.}nHiiO%f%ZC
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Das Wachstumsverhalten (asymptotisches Verhalten) einer Funktion f : N — N

bezeichnet man als

a_

b —

konstant, falls f(n) € ©(1)

logarithmisch, falls f(n) € ©(log(n))

polylogarithmisch, falls f(n) € O(log®(n)) fiir ein k € N
linear, falls f(n) € ©(n)

quadratisch, falls f(n) € ©(n?)

polynomiell, falls f(n) € O(n*) fiir ein k € N
superpolynomiell, falls f(n) € w(n®) fiir alle k € N
subexponentiell, falls f(n) € o(2°") fir alle ¢ € Ry

exponentiell, falls f(n) € O(2°") fiir ein ¢ € Ry
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Haufig in der Informatik:

Abschatzung des Wachstumsverhaltens von Funktionen f(n), die gegeben sind
durch

e Summen, wie z.B.

Hn:zn:% Sk(n):zn:ik logn!:znjlogi
i=1 i=1

i=1
harmonische Zahlen Potenzsummen Fakultaten

e Rekursionsgleichungen, wie z.B.

T(n)=T([n/2])+T(|n/2]) 4+ O(n) mergesort
T(n)=a-T(n/b)+ f(n) divide-and-conquer
T(n) = (n — 1)+ % S TG -1+ T ) quicksort
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drei wichtige Beispiele

e harmonische Zahlen H, =1+ % + % + o+

S

1
H, ~Inn+~y+ 5 + O(1/n?)
n

wobei v = 0.57721 ... (EULERsche Konstante), also H,, € O(logn)
e Potenzsummen Si(n) = Z?Il G* fir k> —1

k41

n k+1 k+1
< <
P Sk(n) <n also Si(n) € (")

e Fakultaten: STIRLINGs Formel

n\m" 1 1
I~ (Z) V2 14+ — 1/n3
" (e) m( T 120t 2sgnz TOUWR )>

also logn! € ©(n - logn)
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Wichtiges Hilfsmittel zum Abschatzen von Summationen: Integration

Ist fla,b] — R stetig und monoton wachsend, a,b € Z, so ist

b—1 b b
dor@) < | flwyds <) f(0)
1=a a 1—=a+1
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Anwendung auf die drei wichtigen Beispiele

e harmonische Zahlen H,,
mit f:[1,n+1] - R:x — 1/x ergibt sich

Inn+1) < H, < 1+4+1nn

und somit H,, € ©(logn)
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e Potenzsummen Si(n) mit k > —1

k ergibt sich

mit f:]0,n] > R:2x —x
k+1

E+1

Sk(n) > also Si(n) € Q(n*1)

Zusammen mit Si(n) < n-nf = nF*1 ergibt sich Sy(n) € O(n*+1)
e Fakultaten
mit f: [1,n] — R: 2 — Inx ergibt sich
Inn! :Zh’lz’ > [a:-lna;—xﬁ =n-lnn—n+1¢€Q(n-Inn)
i=2

Wegen Inn! <n-Innist Inn! € O(n-1nn) und somit Inn! € O(n -logn)
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Zur Abschatzung der Fakultaten:

n-lnn—n < Inn! < (n+1)In(n+1)—n (n>1)

n\" n-+1 ntl
(—) < nl < e-
e €

)n—|—1

ergibt

und wegen e = lim, o (14 +

1 n—+1
(n+ ) ~e also (n+1)"tt ~e.pt!

n
n\" n\"
(—) <n!<n-<—)
e e

STIRLING's Formel macht das noch praziser:

n! ~ V2r-n (E)n

€

Somit ist

oder

logon! = n-logon —1.44...-n+ o(n)
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Eine Anwendung der Stirling-Formel:
Wieviele verschiedene Binarbaume mit n inneren Knoten gibt es?

BNF-Grammatik fur Binarbaume:
B=0+{(0,B,B)

[1=ausserer Knoten, () = innerer Knoten
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cn, = Anzahl der Binarbaumen mit n inneren Knoten

n‘012345678910
c ‘1 1 2 5 14 42 132 498 1430 4862 16796

c100 = 896519947090131496687170070074100632420837521538745909320

C1000 =
20461055214680216926425199829978272171792456423390

57975844538099572176010191891863964968026156453752
44901575056942859509731816363437015463738066688288
63752033596532433909297174310804435090075047729129
73142253209352126946839844796747697638537600100637
91881932656973098208302153805708771117628577790927
58696486368748568059565800576731736556668870034939
44650164153396910927037406301799052584663611016897
27289330553211629214327103714071875162583981207268
24643431537929562817485824357514814985980875869986
03921577523657477775758899987954012641033870640665
444651660246024318184109046864244732001962029120
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Die Zahlen c¢,, heissen CATALAN-Zahlen, zur Ehre von

Eugene Charles Catalan (1814-1894)
belgischer Mathematiker, Schuler von Liouville an der Ecole Polytechnique
wegen linksextremer politischer Aktivitaten keine akademische Karriere
Lehrer in Chalons-sur-Marne
Beitrage zur Zahlentheorie

der zeigte:
1 /2n\  (2n)
n+1\n/) (n+1) n
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Wie gross ist ¢, ?

Einsetzen der STIRLING-Approximation von n! ergibt

1 2n 4m
C’I’L — ~J
n+1\n (n+1)-+/mn
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