Permutationen und Inversionen Inversionsvektoren

— L =1Ly, Ls,...,Ly,] Liste von Elementen einer totalgeordneten Menge

— Indexpaar (i,7) mit 1 <1i < j <n ist Inversion von L, falls L; > L; 0 =l01,02,03,...,0u] = lo) = [li(0), £2(0), £3(0), - . ., £n(0)]

— Beispiel: [101, 115,30, 63,47, 20] hat 12 Inversionen: € Gn £i(o) =#i <J; oi > 05}
Beispiel:

(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), (3,6), (4,5), (4,6), (5, 6) 0([5,3,2,4,6,1]) = [0,1,2,1,0,5]

— inv(L) =Anzahl der Inversionen von L
ist ein MaB fiir die “(Un)Sortiertheit” der Liste L

- inv([1,2,3,...,n—1,n]) =0
- inv([n,n—1,n—-2,...,2,1]) = (}) = Ln={(l1,02,...,0,); 0<Li(0) <j (1 <j<n)}
L, =1[0..0] x[0..1] x [0..2] X --- x [0.n —1], #L£,, =n!

(o) = (b1(0),..., L, (o) ist der Inversionsvektor (“Lehmer-Code") von o

esgilt 0 < /(o) <j(1<j<n)

— wie groB ist inv(o) fir 0 € &,, im Mittel?

o +— (o) ist eine Bijektion zwischen &,, und L,
Wie sieht die Umkehrabbildung aus?

inv(o) = [[€(o)[| = ta(0) + -+ + Lu(0),  1rm(o) = fol(0)
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n=1 n=4
7 ‘ Ho) ‘ inv(0) ‘ Lra(o) o £(o) | inv(o) | 1rm(o) o £(o) | inv(o) | 1rm(o)
, tfof o[ 1 1234/0000] o0 4 [3124]0110| 2 2
n=
ot e o et I 5 s
12100 0 2
2911 01 1 1 1342{0002 2 3 324110103 4 2
n—=3 1423|0011 2 2 3412|0022 4 2
o L(0) | inv(o) | 1rm(o) 1432|0012 3 2 342110023 5 2
1231000 0 3 213410100 1 3 41230111 3 1
132|001 1 2 2143|0101 2 2 41320112 4 1
213(010 1 2 231410020 2 3 42130121 4 1
2311002 2 2 234170003 3 3 4231(0113 ) 1
312|011 2 1 241310022 4 2 431210122 5 1
3211012 3 1 2431/0013 4 2 4321(0123 6 1




Die Statistiken 1rm und inv fiir Permutationen
— rekursive Struktur von L, : L4171 = L, x [0..n]

— Haufigkeiten
Smp =0 €Gn:lm(o) =k} =t{l € Lo fol =k} (1<k<n) — rekursives Verhalten von 1rm und inv
in =40 € S tav(e) = K} = HE € Lo 1] =1} O << () ol ffrea 70 B ) 4 B ole) =0
(€1, €2, - s lny bnga) || = 11(la, L2y -y Ln) |+ Lna llell =0

— “erzeugende Polynome” fiir die Statistiken
— Rekursion der Polynome

sp(x) = xlm(a) = zhol — Sy T
=2 PRSI $n1(@) = 8n(@) - (2 + 1) ) =
(2) int1(z) =in(@) - A +z+22+--- 427 io(z) =1
9 (w) = inv(o) _ 14/
in(2) J;G: v eez.c o ;Zn’kw — Produktdarstellung der Polynome
— Beispiele sp(@)=z(x+1)(x+2) - (x+n—-1)
sa(z) = 6 + 1122 + 623 + 24 in(@)=1+z)l+z+a?)(l+e+a®+2°) - (1+z+-- 2"

ig(z) = 1+ 3z + 52° + 623 + 52* + 32° + 2°
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Beweise fiir die Rekursionsformeln
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Erwartungswert (Mittelwert) fir 1rm auf &,

e gesucht:

1 s'(1)
ot 2k s = s(1)

e aus Rekursion: 57, (1) = 5;,(1) - (1 4+ n) 4+ n!, also

e Folgerung:

Erwartungswert (Mittelwert) fiir inv auf &,

e gesucht:

1 (1)
il E ki =
nl £ k=

e aus Rekursion: i, (1) =4, (1)- (1 +n)+n!- (1 +24---

e Folgerung:

)
(
(D) i1 1 n(nt1)
ine1(1)  i,(1) n+4+1 2
in(1) =k _nn-1
in(1) 2 4

+n), also



