Resolution und 2-SAT

Klausel:
Menge (= Disjunktion) von AL-Literalen

AL-Formel in Klauselform:
Menge (= Konjunktion) von Klauseln ~ POSE
O = leere Klausel = leere Disjunktion = FALSE

Resolution:
Generierung von neuen Klauseln aus vorhande-
nen Klauseln mittels der Regel
{z}ua , {z}Up
aupg
Hierbei sind «, 8 beliebige (auch leere) Klauseln.

Ist I AL-Formel (in Klauselform) und a Klausel:

Flg ¢ |dsst sich aus F' in endlich vielen
(67
Resolutionsschritten erzeugen

Konsequenz:

F unerfillbar = F;,=0 und F, =3 unerflllbar

Induktion:

F unerfillbar = F;;=o+0 und F,, = ~0O

Einsetzen von z1 bzw, T7 in die Klauseln, aus
denen diese Literale vorher (bei Konstruktion
von Fy, —qg bzw. F, —1) entfernt wurden, liefert

aus Fy.—oF0O: FFO oder Fk {x}

aus Fpy—1 F0: FFO oder Ik {771}
Zusammen also in jedem Fall

FFO

Theorem:

F unerfillbar <— FFO

Beweis der Korrektheit (<=):
Resolutionsschritte erhalten die Erflllbarkeit;
die leere Klausel O ist aber unerfillbar.

Beweis der Adaquatheit (Vollstandigkeit, =):
F=F(x1,20,...,%n)

Fy,—0 = F(0,z,...,zn) geht aus F hervor, in-
dem man:

— Klauseln, die 7 enthalten, eliminiert

— in Klauseln, die z1 enthalten, z1 eliminiert
— alle Ubrigen Klauseln unverandert lasst

Fpi=1=F(1,z2,...,2p) wird analog definiert
Beachte:

F=(x1V Fpy=0) N(@TV Fyy=1)

Insbesondere:
F erfullbar <= Fy =0V F;;=1 erflllbar

2

F = F(z1,x2,...,zn) Instanz von 2-SAT, d.h.
AL-Formel in Klauselform mit < 2 Literalen
pro Klausel

Gr = (V,E) : gerichteter Graph mit

Knoten V ={0,1} U{z1,Z1,22,T2,...,Zn,Tn}

und den Kanten:

fur jedes Literal o : {

fir jede F-Klausel {a} : { T
fiir jede F-Klausel {a,f} {



Resolution

{to.81, B} - o)

bedeutet im Graphen G das Verketten von
Kanten bzw. Wegen, d.h. fir alle o, € V
(incl. 0 und 1) gilt

es gibt einen Weg in G
FF{a,f} < <{von @ nach 8 ( und somit
auch von 3 nach «)

o flir alle a € V qilt

a—...—»0—-a—...-0—-a

bzw.

l1—-...ma—1—...—-a—1

e (G ist stark zusammenhangend: zu je zwei
Literalen a,3 € V gibt es einen Weg von «
nach g8

Ordnungstheoretische Interpretation:

Die Relation <p mit

a<pfB & B<pa & Ft{apg}

ist eine Praordnung auf V.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

e F'ist unerfillbar

eesex. aeV mit F+ {a} und FI {a}

e s gibt ein o € V mit einem Weg von «
nach @ und einem Weg von @ nhach « in
Gp

e es gibt ein a € V mit

a—...—»0—-a—...o0—-a

bzw.

l1—-...a—1—...oa—1

Die induzierte Aquivalenzrelation =g

a=pf <= a<pf und F<pa

fasst Literale zu Klassen

l[alp ={B: B=Fa}
zusammen, die in jeder erfiillenden Bewertung
von F den gleichen Wahrheitswert erhalten missen.
Diese Aquivalenzklassen sind die (starken) Zusam-
menhangskomponenten des Graphen Gp.
Insbesondere miissen alle Literale in [1]p “wahr”
und alle Literale in [0]p ‘“falsch” sein.

Es gilt

F unerfiillbar < [0]p = [1]p



