Quicksort und Suchbaume

In dieser Notiz soll dargestellt werden, dafl es einen tieferen Zusammenhang zwi-

schen quicksort und dem bekannten Konzept der bindren Suchbdume gibt. Das quan-
titative Verhalten von quicksort leitet sich demnach aus Eigenschaften der Weglange

von Such- bzw. Prioritdtsbaumen ab. Dies gibt einen kleinen Eindruck von der in
jiungster Zeit aufgekommenen Analysemethode der “randomisierten Suchbdume”.

1

Suchbidume und Prioritiatsbiaume

e Ist M C Z eine (endliche) Menge, so ist die Menge BST y der bindren

Suchbdume (“binary search trees”) iiber M rekursiv definiert durch

— BSTy := {0}
— falls fM > 1: BSTn = Upent (BST pp<m x {m} x BST py>m)

Dabei bezeichnet () den “leeren Baum”, und M<™ := {z € M;z < m},
M>" ={x € M; z>m}.

Eine binarer Suchbaum tiber M ist also ein mit den Elementen von M an den
Knoten beschrifteter Baum, bei dem fiir jeden Knoten gilt: die Beschriftung
dieses Knotens ist echt grofler (kleiner) als alle Beschriftungen von Knoten des
an ihm angehangten linken (rechten) Teilbaums.

Ist 4M = n, so enhdlt BST ), genau ¢, = ﬁ(ian) Elemente (CATALAN-
Zahlen!), denn jeder bindre Baum mit n Knoten lasst sich auf genau eine
Weise mit den Elementen von M so beschriften, dafl ein bindrer Suchbaum

entsteht.

Ist M C Z eine (endliche) Menge, so ist die Menge BPT y der bindren Prio-
ritdtsbdume (“binary priority trees”) iiber M rekursiv definiert durch

— BPTy:= {0}
— falls M > 1 und m = min M :

Ein bindrer Prioritdtsbaum iiber M ist also ein mit den Elementen von M an
den Knoten beschrifteter Baum, bei dem fiir jeden Knoten gilt: die Beschrit-
tung dieses Knotens ist echt kleiner als alle Beschriftungen von Knoten der an
ithm angehéngten Teilbaume.

Ist §M = n, so enhdlt BP7T j; genau n! Elemente — es ist einfach, eine Bi-
jektion zwischen den Permutationen von M und den Elementen von BP7T
anzugeben.

Ist M C Z eine endliche Menge und # : M — Z eine injektive Abbil-
dung (“Prioritatsfunktion”), so gibt es genau ein ¢t € BSTy derart, daf
7(t) € BPT x(m). Hierbei bezeichnet 7(t) den mit den Elementen der Menge
7 (M) beschrifteten Baum, der aus ¢ dadurch hervorgeht, dafi man an jedem
Knoten die Beschriftung m durch ihre Prioritat w(m) ersetzt. Dieser eindeutig
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bestimmte Baum ¢ € BST y; wird fiir spatere Verwendung mit ¢ . bezeichnet.
Sein Bild 7 (ta,x) € BPT r(ary wird mit ¢, abgekiirzt.

Ist ¢ irgendein Baum (mit Wurzel), so bezeichnet man als Weglinge w(t) von
t die Summe aller Langen von Wegen, die von irgendeinem einem Knoten von
t zur Wurzel fiithren, also die Summe aller Distanzen von Baumknoten zur
Wurzel. Eine dquivalente Formulierung:

w(t) =4{(x,y); =,y Knoten in ¢t mit x <; y }

wobei <; die (strikte) Vorgédngerordnung in ¢ bezeichnet.
Fiir Bindarbaume ¢ gilt offensichtlich

w(t) {0 falls t = )
CEZ L w(t) + wt”) + 8t + " falls t = (¢, 5,1

Mittlere Weglinge in Prioritdtsbaumen

Auf Grund ihrer rekursiven Definition lassen binare Prioritdtsbaume folgende
Zerlegung zu:

ist t € BPT . nt1}, 50 entspricht diesem Baum ein-eindeutig ein
Tripel (M’ ty,t3) mit M' C {2,...,n+ 1}, t; € BPT (4, gmry und
ty € BPT (1, n—tmn

Dabei entspricht die Menge M’ der Menge der Beschriftungen des linken Teil-
baumes von ¢, entsprechend ist {2,...,n + 1} \ M’ die Menge der Beschrif-
tungen des rechten Teilbaumes von t. Aus der Kenntnis von M’ und #; (bzw.
t3) kann man den linken (bzw. rechten) Teilbaum von ¢ durch entsprechende
ordnungstreue Umbenennung rekonstruieren.

Es geht nun um die mattlere Weglinge fiir binire Prioritatsbaume mit n Kno-
ten. Sei also

Wr, += Z teB’PT{Lm’n}‘w(t)

Aus der gerade beschriebenen Zerlegungseigenschaft und dem im vorigen Ab-
schnitt erwahnten Verhalten der Wegléngen beim Ubergang zu den Teilbiumen
folgt
" [(n
w =3 (1) 32 Gt + ot + 041
7=0 t1,to

wobei die Summe Y7, , iiber alle Paare (t1,13) € BPT (1, j3 X BPT 1, n-j}
lauft.
Beachtet man nun §2; + fiZ, = n und bpty := §{BP7T (1. 1y = k!, so erhélt man

n
Wp41 = Z

(7;) w; {bpt,_; + $bpt,, w,_; + n bpt; bpt,,_ ])
7=0

RN
= n—])!
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Fiir die mittleren Weglangen @, := w, /n! gilt also

2 n
2.,

=0

'wn—l—lzn‘l’n_l_1

und dies ist gerade die quicksort-Rekursion!

Quicksort und binidre Suchbiume

Ist M C Z eine endliche Menge und L eine Umordnung (permutation) von M,
so gehort zu jeder Exekution quicksort (L) ein bindrer Suchbaum 7 € BS7T yy,
der “splitter-Baum”. Induktiv beschrieben: zu der leeren Liste gehort der leere
Baum, zu einer Liste L = [a] der Lange 1 gehort der Baum mit einem Knoten,
der mit a beschriftet ist. Fiir eine Liste I der Lange > 2 wird split (L) aufge-
rufen — dies liefert ein splitting [L’, s, L"], wobei das Element s der splitter ist.
Der splitter-Baum dieser Exekution besteht nun aus der Wurzel s und den bei-
den Teilbaumen 7" und 7", die zu den Exekutionen von quicksort(L’) bzw
quicksort L” gehoren. Wegen der randomisierten Arbeitsweise von split
werden verschieden Aufrufe quicksort(L) i.a. verschiedene splitter-Baume
erzeugen.

Die Anzahl der Vergleichsoperationen bei einem splitting L — [L, s, L"] ist
$L — 1 =4L' +4L" = 7' + 7"

Per Induktion erkennt man, dafl die Anzahl der Vergleichsoperationen bei
einem Aufruf quicksort(L) gerade die Weglange des zugehorigen splitter-
Baumes ist:

ﬁ{ (I7y) ;T = y} = w(T)

Betrachten wir nun folgende Variante von quicksort, genannt deterministisches
quicksort mit Prioritdtsfunktion:

Wieder sei M C Z (endliche) Menge und L irgendeine Permutation von M.
Ferner sei 7 : M — Z eine Prioritatsfunktion.

dgs(L,n) : der Ablauf ist wie bei quicksort (L), aber mit dem Un-
terschied, da bei jedem Aufruf split(...) das Element hochster
Prioritat (= kleinster Wert von =) der zu splittenden Teilliste zum
splitter gemacht wird.

Der zur Exekution von dqs(L,n) gehorende splitter-Baum ist tar, ! (Siehe
ersten Abschnitt fiir die Definition von t ). Daher gilt:

Die Anzahl der Vergleichsoperationen beim Aufruf dqs(L,n) ist
gleich der Weglange von tys, (und das ist auch die Weglange von
7,) — diese Anzahl hangt also nur von der Prioritatsfunktion 7 ab,
nicht von L.



e Betrachten wir schlieBlich folgende Version von quicksort, genannt quicksort
mit randomisterter Prioritdt:
Wieder sei M C Z (endliche) Menge und L irgendeine Permutation von M.

rqgs (L) : falls M = n ist, wird zundchst irgendeine Prioritatsfunk-
tion 7 : M — {1,...,n} gewahlt, mit gleicher Wahrscheinlichkeit
fiir alle n! solchen Funktionen.. Dann wird dqs(L,n) exekutiert.

Die Anzahl der Vergleichsoperationen bei Exekution von rqs(L) ist also gleich
der Weglange w(t,), und wenn = iiber alle Prioritatsfunktionen variiert, lauft

tr iiber BPT (.. ). Daher gilt:

Fiir jede (!) feste Permutation L von M ist die mittlere Anzahl von
Vergleichsoperationen bei Aufruf von rqs(L) gleich der mittleren
Weglinge Elw(t),t € BPT (1, samy)-

Diese Aussage tibertragt sich dann natiirlich auch auf die Situation,
wo Uber alle moglichen Permutationen L von M gemittelt wird.

o Abschlieflend ist zu bemerken, dal randomized quicksort rqs das bekannte
quicksort simuliert, indem die Zufallsauswahl der splitter, die ja iiblicherweise
bei Aufruf von split vorgenommen wird, in die vorab bestimmte Prioritéts-
funktion 7 verlegt wird. Gleichverteilung bei Auswahl von = iibertragt sich
auf die Gleichverteilung bei Auswahl der splitter. Deshalb gilt:

Fir jede (!) feste Permutation L von M ist die mittlere Anzahl
von Vergleichsoperationen bei Aufruf von quicksort (L) gleich der
mittleren Weglénge E[w(t),t € BPT (1,.._san)

Diese Aussage tibertragt sich dann natiirlich auch auf die Situation,
wo Uber alle moglichen Permutationen L von M gemittelt wird.



