
Wie Googles PageRank-Algorithmus funktioniert

• Γ = (V,E) sei ein gerichteter Graph mit V = {1, 2, . . . , k} und E ⊆ V × V

• Interpretation V ist eine (grosse) Menge von Webseite, E beschreibt die Verlin-
kungen unter diesen Seiten

• Von Γ werden keine besonderen Eigenschaften verlangt (Zusammenhang, starker
Zusammenhang, Primitivität); Γ kann auch Nullzeilen enthalten; in der Regele ist
A eine dünn besetzte Matrix

• A = [Ai,j ]1≤i,j leqk = AΓ sei die Adjazenzmatrix von G:

Ai,j =

{
1 falls (i, j) ∈ E
0 sonst

• 1k = (1, 1, . . . , 1) Einsvektor der Länge k (Zeilenvektor)

Beachte

1k · 1tk = k

1tk · 1k = Jk =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1


• Vektor der Zeilensummen von A

A · 1tk = rt = (r1, r2 . . . , rk)t

Ferner seien

u = (u1, u2, . . . , uk) mit ui =

{
1 falls ri > 0
0 falls ri = 0

v = (v1, v2, . . . , vk) mit vi =

{
0 falls ri > 0
1 falls ri = 0

also u + v = 1k

• Für die Matrix B

B = [Bi,j ]1≤i,j≤k mit Bi,j =

{
Ai,j

ri
falls ri > 0

0 falls ri = 0

gilt also
B · 1tk = ut

1



• Die Matrix
C = [Ci,j ]1≤i,j≤k

entsteht dadurch, dass man in B eventuelle Nullzeilen durch stochastische Vektoren
1
k1k ersetzt:

C = B +
1
k

vt · 1k

C ist eine stochastische Matrix. Nichtnegativ ist sie offensichtlich und es ist

C · 1tk = B · 1tk +
1
k

vt · 1k · 1tk = ut + vt = 1tk

C muss aber nicht primitiv sein!

• Sei nun γ mit 0 < γ < 1 ein Parameter: die sogenannte Teleportationskonstante.
Sie gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, dass ein Surfer von einer Webseite “i” aus
einem der ri Links folgt, und zwar mit Gleichverteilung. Mit Wahrscheinlichkeit
1 − γ springt er zu irgendeiner der anderen Seiten (wiederum gleichverteilt). Die
Googlematrix G ist nun

G = γ C + (1− γ)
1
k

Jk

Als konvexe Kombination von stochastischen Matrizen ist G wiederum eine sto-
chastische Matrix. Ausserdem ist G primitiv, da G ein positive Matrix ist.

• Gesucht ist also der eindeutig bestimmte (positive) Linkseigenvektor x von G mit
‖x‖1 =

∑
1≤i≤k xi = 1 zum Eigenwert λ = 1 : das ist der PageRank-Vektor.

• Wie berechnet man x? Lösen eines riesigen Eigenwertproblems kommt nicht in
Frage. Man macht es durch Approximation!

x(n+1) = x(n) ·G

= γ x(n) ·B +
1
k

(
x(n)

(
γ vt + (1− γ) 1tk

))
1k

Das hat den Vorteil, dass im Matrix-Vektorprodukt x(n) ·G die Matrix mutmasslich
dünn besetzt ist.
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