Rekursive Definition der Fibonacci-Zahlen
fO — 07f1 — 17fn — fn—l + fn—2 (n > 2)

Erste Werte

n‘012345678910... 25

fol0 1 1 235 8 13 21 34 55 ... 75025

Exakte Formel (de Moivre, 1718)

; O — " L= 1+2\/5 ~ 1.61803. .. “goldener Schnitt”
n = mi
V5 =125 ~ —0.61803...

Bemerkung: der “goldene Schnitt” ¢ ist die positive Losung der Gleichung:
=14z
@ =1 — ¢ ist die negative Losung dieser Gleichung.
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Die Folge (fn+1/fn)n>1 von Quotienten aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen
konvergiert und es gilt
lim Jot1

n—oo f,n

Abschitzung mittels goldenem Schnitt

Alternative Abschatzung (GA:Lemma 1.3)

ol* 7l < £, <272 (n>2)



andere interessante Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen
o 22T (fins fn) = fegT(m,n)
o fotrifo—1— fi=(-1)"
® frotm = fmSfnt1+ fm—1/n
¢ ' =foy1 =P frn. " =0 foy1+ fa

o Spn_'_@n :2fn—|-1 _fn



Die Fibonacci-Zahlen treten in der Mathematik und Algorithmik (in der Kunst
und in der Natur...) an vielen verschiedenen Stellen auf. Wichtig ist der

Zusammenhang mit dem Algorithmus von Euklid.

Satz von Lamé (1844):

Sind m,n € N mit m,n < f;, so benétigt der Algorithmus von Euklid
zur Berechnung von ggT(m,n) maximal k + 1 Divisionsschritte.

Dieses Resultat kann man als die (vermutlich) historisch friiheste quantitative

Analyse des Laufzeitverhaltens eines Algorithmus ansehen.



Rekursive Berechnung der Fibonacci-Zahlen (gofer)

fibl :: Int -> Int

fibl 1 =1

fibl 2 = 1

fibl n = fibl (n-1) + fibl (n-2)

Crer(n) = Anzahl der arithmetischen Operationen (Additionen, Subtraktionen,
Mutliplikationen, Divisionen) zur Berechnung von f,, mit dem Programm fibl

rek(l): Crek(Q) =0
Chrek (n): 3+ Crek (TL — 1) + Clrek (n — 2) (n > 3)



Tatsache (GA Lemma 1.1): Die Rekursion

D(1)=d
D(2)=d
Dn)=Dn—-1)4+D(n—2) (n>3)

hat die Losung D(n) =d - f, (n > 3).

Resultat (GA, Korollar 1.2):

Crek:(n) =3 (fn — 1)

Zahlenbeispiel (GA): n = 100 = C,.cx(n) ~ 5 - 1014



Iterative Berechnung der Fibonacci-Zahlen (gofer)

Idee: Iteration der Beziehung (f., fn—1) = (fn-1 + frn—2, fn_1)

fib2 n :: Int -> Int
fib2 n = x where (x,y) = gn

g :: Int -> (Int,Int)

g 1 = (1,undefined)

g2=(1,1)

g n = (x+y,x) where (x,y) = g (n-1)

C'iter(n) = Anzahl der arithmetischen Operationen zur Berechnung von f,, mit
dem Programm fib2

Citer(l>: O’iter(Q) =0
Oiter (77/): 2 + Citer(n - 1) (n Z 3)

Losung der Rekursion (GA, Lemma 1.4): Citer(n) = 2(n —2) (n > 2)



Schnelle Exponentiation - die Idee:

um fiir eine Zahl @ = 3 und einen Exponenten n = 155 die Potenz 31°° zu

berechnen, kann man

e 154 Multiplikationen mit dem Faktor 3 ausfiihren, oder

e die Binardarstellung (n), = 10011011 geschickt ausnutzen, indem man

— sukzessive
32, 3% = (32)°, 38 = (3%)%, ...,3128 = (364)” perechnet, sowie
33 — 3 x 32 311 — 33 X 38 327 — 311 % 316 3155 — 327 < 3128
(macht 7 Quadrierungen und 4 Multiplikationen)

— sukzessive
32, 3% = (32)7, 3% = 3 x (34)7, 319 = 3 x (3%)7, 338 = (319)",
377 = 3 x (338)2, 3155 = 3 % (377)2 berechnet (macht ebenfalls 7
Quadrierungen und 4 Multiplikationen)



Exponentiation mittels iteriertem Quadrieren:

Idee: in jeder Halbgruppe H kann man zur Berechnung von (a,n) — a”
fir a € H,n € N die Binardarstellung des Exponenten n verwenden

, (a%)z falls n gerade

a = = a

n (mod 2) (CL

+2)2
n—1 2 " )
a - (a 2 ) falls n ungerade

Bezeichnungen fiir n € N:
— (n)z : Binardarstellung von n (ohne fiihrende Nullen)
— f(n) : Lange der Binardarstellung von n = |log(n)| + 1

— #1(n)2 : Anzahl der Einsen in (n)s



rekursives Programm zur Berechnung von pot : (a,n) — a™ (gofer)

pot :: Int -> Int -> Int

pot an | n==1=a

| even n
| odd n

p*p where p = pot a (n/2)

a*xp*p where p = pot a (n/2)

Resultat (GA, Theorem 1.7): Die Berechnung von pot(a,n) bendtigt
¢(n) 4 #1(n)2 — 2 Multiplikationen und ¢(n) — 1 Divisionen durch 2
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Berechnung der Fibonacci-Zahlen mittels iteriertem Quadrieren
. 1 1) |
ldee: mit F' = gilt
1 0

fn _ fn—1+fn—2 _ I 1 fn—l _F

fn—l fn—l 1 0 fn—2
also ist (Induktion, GA, Lemma 1.5)

fn — Fn—2 f2 _ Fn—2 1

Jn—1 J1 1
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Folgerung (GA, Theorem 1.8):

Die Berechnung von f,, mittels iteriertem Quadrieren der Matrix F' benétigt
13|log(n — 2)| + 1281 (n — 2)3 — 10 arithmetische Operationen (Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen durch 2)

Dies kann noch etwas verbessert werden, wenn man ausniitzt, dass die Potenzen

von F' symmetrische Matrizen sind
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h :: Int -> (Int,Int,Int,Int)

hn | n== = (1, 1,
1, 0)
| even n = let (a,b,c,d)=h(n/2)

in ((a*a)+(b*c), (axb)+(bx*d),
(c*xa)+(d*c), (cxb)+(d*d))
| odd n = let (a,b,c,d)=h(n/2)
in ((a*xa)+(b*xc)+(a*b)+(bxd), (a*xa)+(bxc),
(c*xa)+(d*c)+(cxb)+(d*d), (c*a)+(d*c))
fib3 :: Int -> Int
fib3 n | n==1 || n==2 =1
| n>2 = a+c where (a,b,c,d) = h (n-2)
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Zur Dauer der Berechnung von Fibonacci-Zahlen

Annahme: Dauer einer arithmetischen Operation = 1 Mikrosekunde

Variante/Zeitbedarf 1ms 1s Im 1h
rekursiv ~ 14 ~ 28 ~ 37 ~ 45
iterativ ~ 500 | ~5-10° ~3-107 | =~2-10°
iteriertes Quadrieren ~ 10'? | ~ 1012:090 | ~ 1(700-000 R~ 10106

Da die beteiligten Operanden sehr schnell wachsen, ist obige Annahmen nicht
realistisch!

14



Laufzeitvergleich fiir drei Methoden zur Berechnung der Fibonacci-Zahlen

(Quelle: Brassard, Bratley, Algorithmics, Theory and Practice, Prentice-Hall 1988,
Sec. 1.7)

A: Berechnung modulo 7, gemessene Werte, Zeiten > 2 min geschatzt

n 10 20 30 50 102 10* 106 10®

fibl 8ms 1s 2m 21d  10% — — —
fib2 1/6ms 1/3ms 1/2ms 3/4ms 3/2ms 150ms 15s  25m
fib3 1/3ms 2/5ms 1/2ms 1/2ms 1/2ms Ims 3/2ms 2ms
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B: Laufzeitverhalten

fibl : t1(n)= ¢" " sec
fib2 : ta(n)=15n x 107° sec
1
fib3 : ts(n)= 1 logn x 1072 sec

C: gemessene Werte (in Sekunden) fiir exakte Berechnung (long integer)

n 5 10 15 20 25 100 500 10° 5-10° 104

fibl 0.007 0.087 0.941 10.766 118.457 — — — — —
fib2 0.005 0.009 0.011 0.017 0.021 0.109 1.177 3.581 76.107 298.892
fib3 0.013 0.017 0.019 0.020 0.021 0.041 0.132 0.348 7.664 29.553
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