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5 Divide-and-Conguer-Rekursionen

5.1 Szenario, statische DC-Rekursionen

Die Technik des algorithmischen Problenasisens durch rekursive Zerlegung eines
gegebenen Problems in kleinere Teilprobleme gleichen Typs, bis hin zu direkt
lesbaren OkleinenOalfien und anschliessender Synthese der Gesassting aus den
Teillasungen sollte bekannt sein. Ein Schemarfeine Algorithmus dieser Art sieht
etwa so aus:

Algorithm 3  Divide-and-Conquer

procedure DCSOLVE(B) > Solve ProblemB

if size(B) < bound then

return (ESoOLVE(B)) > Solve directly if B is small
end if
(B1, B, ..., By) < decompose(DB) > Generate smaller subproblems
for j «— 1,/ do

S; «— DCSOLVE(B)) > Solve subproblems recursively
end for
S « compose(S1, Sy, ..., S) > Synthesize solution
return S

end procedure

Hier geht es um die Beurteilung des Aufwandes eines solchen Verfahrens. Olen-
sichtlich gilt, wenn man Laufzeit misst, arithmetische Operationenahlt usw.:

([ COSTEsOops(B) falls size(B) < bound
COSTpcsowe(B) = Cosq;de“mpwe(B)
+ i1 COSTposowe(B)) sonst
L + COSTcompose(Bly BZ» ) BK)
Dabei kann die Anzahl und die Gesse der Subprobleme;, ..., B, von der Instanz

B anhangen, nicht nur von deren Gasse. Sie kann auch noch von anderen Para-
metern abhangen, etwa dem Resultat eines Zufallsprozesses, der bei der Zerlegung
mitspielt. Man spricht dann von einerdynamischen Situation.

Einfacher zu handhaben und zu beurteilen singtatische Situationen, bei denen die
Anzahl der Teilprobleme und deren Gasse nur von der Gasse des Inputproblems
B abhangt. Bezeichnet man dann mit

Ta(n) := max {CosT4(B); size(B) = n}
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die maximalen Kosten eines rekursiven Algorithmug! auf Inputs der Grassen,,
so ergibt sich aus dem Rekursionsschema eine Rekursion

Ta(n) = ¢ falls n < bound
8 >1<j<e Ta(ng) + g(n) sonst

mit einem festen Wert von/, wobei in den sog.overhead-Kosten g(n) die Kosten
for decompose und compose zusammengefasst sind.

Auch hier sind noch verschiedene Situationen aglich, je nachdem, wie sich die
Gressenng, ..., n, der SubproblemeBy, ..., B, aus der Gessen des Inputpro-

blems B ergeben. Natrlich sollte jeweilsn; < n gelten. Zwei Ralle sind haubg

anzutrelen:

e Aus B werden ¢ Probleme B; generiert, deren Gessen; jeweils in einem
festen Verlaltnis a; zur Gressen von B steht, d.h., n; = «; - n mit einem
O<a; <12

e Aus B werden/ Probleme B; generiert, deren Gessen; jeweils um einen
bestimmten ganzzahligen Betrag; kleiner ist alsn, d.h., n; = n —r; mit
einem 0< r; < n.

Im ersten Fall soll folgende (unwesentliche) Vereinfachung vorgenommen werden:
es wird angenommen, dass alle vorkommenden Problemggem bzw. n; Potenzen
einer festen Basi9 sind, also

n="0" und n;= ajn= bt

wobei 0< s; = —log, o; < m ganzzahlig ist. In der Rekursion

Ta(n)= Y Tu(ny)+ g(n)

1<j<¢

kann man dannT4(n) durch t 4(m) ersetzen und die Rekursionsgleichung schreibt
sich nun

ta(m)= Y ta(m—s;)+ g(b™).

1<y<e

Im zweiten Fall gilt mit

Ta(n)= Y Tu(n—r)+ g(n)

1<j<t

2Damit die Gresse eine ganze Zahl ist msste man eigentlichn; = |oj -n| odern; = [oj - n]
setzen.
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eine Rekursion vom gleichen Typ: eine C-Rekursion, die aber nicht homogen ist,
da noch der EinRuss der Overheadkostey{n) zu bemscksichtigen ist.

Zusammengefasst: Bezeichnet; die Anzahl der Subprobleme der Gassen;, so
fuhrt der erste Fall auf eine Rekursion vom Typ

tm = Qrtmo1 + Gt + -+ aptp_i + g(b™)
und der zweite Fall auf eine Rekursion vom Typ
tn = a tn—l + ao tn—2 + -t a tn—k’ + g(n)

Dabei sind diea; € N, es istzj a; = £ und es kann ohne Einsclankung a;, 7 0
angenommen werden. & die weitere Analyse ist die Ganzzahligkeit det; weni-
ger wichtig, die Tatsache der Nichtnegativiat a; > 0 dagegen sehr!

Die im Kontext der Divide-and-Conquer-Rekursionen auftretenden Rekursionspo-
lynome bzw. charakteristischen Polynome zeichnen, sich durch die Besonderheit
aus, dass die Koe"zientena; > 0 sind. Das hat interessante Folgen:

Lemma 29. Sei xq(2) = 2% — a12¥ 71 — ap2*"! — -+ — a;, das charakteristisches
Polynom einer C-Rekursion a = (ai,aq,...,a;) mit a; > 0 (L < j < k) und
ay > 0. Dabei gelte g := ggT{j;a; >0} =1,

Dann hat xo(2) hat genau eine reelle Nullstelle Ay > 0, diese ist einfach und do-
minierend, d.h. fiir alle anderen Nullstellen n von xq(2) gilt |n] < A1.

Fur den Beweis ist es bequemer, an Stelle des charakteristischen Polynomg 2)
das Rekursionpolynoma(z) =1 —a; z — --- — a; 2* in Augenschein zu nehmen.
Beachte:

xa(A)=0 < a(AH)=0

und auch die Vielfachheiten entsprechen einander.
Olensichtlich gilt a(0) =1, lim . a(z) = —oo und

d
(%a)(z) = (a1 +agz+ -+ ka, 2" 1) <0 furalle z > 0.

Somit gibt es genau eine positive Nullstelle € R., von a(z) und diese ist einfach:
a(§) =0 und (La)(&) <O.

Indem man das Polynoma(z) durch das Polynoma(¢ - z) ersetzt, kann man o.E.
annehmen, dasg = 1 ist. Es gilt also

CI,(l)Zl—(a1+ ag+ .-+ ak):O, d.h. aptayt+---+a,=1.

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.1 Szenario, statische DC-Rekursionen 125

Es ist nun zu zeigen, dass das Polynomn(z) keine Nullstellen ¢ mit |(| < 1 hat
und dass( = 1 die einzige Nullstelle auf dem komplexen Einheitskreises ist.

Sei nun¢ mit |¢| < 1 eine Nullstelle vona(z). Dann gilt (beachte a; > 0!)
1= a(Q] = |a¢+ ax®+ -+ arl*] = [¢] - ar + aoC+ -+ ar (MY
<¢] - (Jar]| + Jas¢] + -+ -+ ar*H) < [¢] - (ar + an + -+ ag) = [(]
Das ist fur |(| < 1 ein Widerspruch! Far ¢ = 1 folgt zudem aus
a1+ ast ---+a,=1 und @+ ar?+ o+ aF=1
dass die entsprechenden Summanden gleich seiassen, d.h.
a; >0 = (=1

¢ ist also eine Nullstelle &r alle Polynome X7 — 1, fur die a; > O ist, also auch ér
X9 —1, wobeig := ggT{j; a; >0} =1.Im Fall g =1 istalso ¢ Nullstelle X — 1,
d.h. ¢ =1. O

Bemerkung 12. Tatsachlich interessiert &r unsere Anwendungen nur der Fall ganz-
zahligera; > 0. Dann ist A; < 1 und der Fall \; = 1 kann nur in der Ausnahme-
situation yo(z) = z* — 1 eintreten, die fortan ausgeblendet werden soll.

Im Bezug auf die C-Rekursion
Tp= 1 Tp ¥ Q2Tp ot -+ apTyp (n2>Fk)

ist also \; einedominierende Nullstelle! Das bedeutet, dass sich Folgen:(),,>o, die
dieser (homogenen!) Rekursion gagen, typischerweise asymptotisch wie

Ty ~C- A
verhalten. Im Bezug auf die inhomogene Rekursion
Tp= QT 1+ Gy ot ¥ ATy ¥ Yo (R 2K)

gilt, wie im Beispiel in Abschnitt 3.11. ausgeidhrt,

Z o = b(2) c(z) + 2*d(2)
L a2)c(z)
wenn (y.),~, eine C-rekursive Folge ist:
Z d(z)
=R O

sodass das asymptotische Verhalten von= (z,),, davon abhangt, wie sich die
gresste Nullstelley von y.(z) und \; zueinander verhalten.
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5.2 Beispiele
5.2.1 Einfache Divide-and-Conquer-Rekursionen, Master-Theorem

Der am haubgsten auftretende Rekursionstyp ist
fm)=a- f(n/b)+ c-n’
mit positiven Konstanten a, b, ¢, d, wobeib > 1 ganzzahlig sein soll.

Lasst man die Rekursiorsber die Potenzen vorb laufen, setzt alson = v*, g(k) =
f(n), so geht diese Rekursiomber in

g(k)= a-g(k—1)+ c- ¥
Schreibt man diese Gleichung noch einmadif £ — 1 an Stelle vonk hin
g(k—1)=a-g(k —2)+ c-pk-Dd

und subtrahiert das b?-fache der zweiten Gleichung von der ersten, hat man den
inhomogenen Anteil eliminiert und erfalt

g(k)= (a+b?) - gk —1)—a-b"- g(k —2)
Das charakteristische Polynom ist
x(2) = 2% — (a+ bd) +a-b1=(z—a)(z—bY)
mit den Nullstellen a und v¢. Im Fall a = b? liegt eine doppelte Nullstelle vor!
Damit gilt f ur die allgemeine lesung
_fadb+ 5 ()" fallsa# b
a-a"+ [f-k-a® fallsa=b

Die Konstanten o und 3 hangen von den Anfangsbedingungen ab, die hier nicht
spezibziert wurden. Im allgemeinen (falls, g # 0) gilt also

a= b = g(k) ~ Bk -d* = f(n) € #(n - logn)

a<t! = gk ~B-(0D = f(n) € #(n%

a > b = g(k) ~a-a” = f(n) € #(n'o=)
Aussagen wie diese bPndet man in der Literatur in verschiedenster Spezialisierung

(und meist mit ganz anders gearteten ad-hoc-Beweisen versehen) als OMaster-
TheoremO. Hier ist eine Version aus dem Buch [8] véfruN, Theorem 2.17, siehe
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auch die Abschnitte 4.3 und 4.4 in dem Buch [6] VOQCORMEN, LEISERSON, RI-
VEST, STEIN, die man mit den hier behandelten Techniken ebenfalls leicht bewei-
sen kann:

Sei
f(n)= a- f(n/b)+ t(n) mit f(1)= (1) >0

mit « > 0,b > 2, so gilt

#( t(n)) falls t(n) € $(n'°=@+) und a - t(n/b) < c- t(n)
f(n) € < #(n'=2logn) falls t(n) € #( n'o)
#( nloene) falls t(n) € O(n'es(2)—¢)

wobeie > 0 und ¢ < 1 konstant sind. Das deckt schon sehr vieleaHe ab. Hier
eine Auswahl:

J(n)= f(n/2)+ c
f(n)=2 f(n/2) + cn
J(n)=2 f(n/2)+ cn’
f(n)=4 f(n/2)+ cn’
f(n)=7 f(n/2)+ cn?
f(n)=2 f(n/2) +log n
f(n) =3 f(n/2)+ nlogn
f(n)=5 f(n/2)+ (nlogn)’

f(n) € #(log n)
f(n) € #(nlogn)
f(n) € #(n?)
f(n) € #(n?logn)
f(n) € #(n'=7)
f(n) € #(n)

f(n) € #(n'=2?)
f(n) € #(n'%2")

L T R

Schliesslich soll noch der Rekursionstyp
F(n) = F(ain) + F(asn) + ---+ F(asn) + G(n)
mit G(n) € #( n*log’ n) und festen 0< «a; < 1 angesprochen werden.

Falls man die Rekursionersber die Potenzen einer festen Basislaufen lasst, hat
man eine Rekursion

k
F(n)= Y a;- F(n/b') +#( n" -log,n)

mit ay,as,...,a; > 0,a, >0unds,t,b e N, b> 2.

Mit » = 0™ und f,, = F(b™) wird daraus

k
fm =Y i fri ¥ H( D™ )
=1
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Betrachte dies als eine inhomogene (forcierte) lineare Rekursion!

k
fm = Zai 'fmf'i+ C'(bms 'mt)
=1
Die forcierende Folge (OoverheadO) ist C-rekursiv (siehe Abschnitt 3.10):
ms, t.m — t(1,.8 \M — T’(Z)
Zb mes= Zm(b "= (1— b5 - 2)H!
m>0 m2>0
mit einem Polynomr(z) vom Grad < t.

Das charakteristische Polynom

Xa(2) = 2" —ai2" = =y

hat eine dominierende Nullstelle\.

Fur das asymptotische Verhalten der Folge f;,),.>o ist also entscheidend, wie
sich die Nullstellen A der Rekursion undb® der overhead-Rekursion zueinander
verhalten.

A< b = tm € #(D™ - m') = f(n) € #(n* - log; n)
A= b° = tm € #(V™ - m!Th) f(n) € #(n*log,"™" n)
A>T = tm €H#(X") = f(n) € #(n'°=?)

4

Diese Aussage deckt nun auchdfe wie
f(n)=2 f(n/2)+ nlogn = f(n) € #(nlog*n)

mit ab (siehe Abschnitt 5.2.6 &r ein Beispiel).

Das entspricht dem OMaster-TheoremO im Kapitel 1.9 des Buches [14] SORONING.

5.2.2 Mergesort

Dieser Algorithmus sollte bekannt sein.

Die Komplexitatsanalyse &r diesen Algorithmus ist einfach: bezeichn@t,e,gesor (1)
die maximale Anzahl von Vergleichsoperationen, die der Algorithmdd ERGESORT
auf Listen der Langen benstigt, so ergibt sich

‘/mergesort (n) = ‘/mergesort( |_n/2J) + V;nergesort( "n/z“) + O(TL)
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Algorithm 4 Merge
procedure MERGE(A :: list, B :: list) > Merge two (sorted) lists
a < length(A)
b «— length(DB)
if a =0 then
return (B)
end if
if b=0 then
return (A)
end if
if head(A) < head(B) then > Compare head elements
return ([head(A), MERGE(tail(A), B)])
else
return ([head(B), MERGE(A, tail(B))])
end if
end procedure

Algorithm 5 Mergesort

procedure MERGESORT(A :: list) > Sort a list
¢ — length(A)
h— |¢/2]
if ¢ <2thenreturn (A)
end if
B «— MERGESORT(A[1..h]) > Recursively sort prst half ofA
C +— MERGESORT(A[h +1..0]) > Recursively sort second half ofA
return (MERGE(B, () > Merge results

end procedure

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.2 Beispiele 130

Der Term O(n) beinhaltet die Anzahl der Vergleichsoperationerdd den Algorith-
mus MERGE, ausge#éhrt auf zwei Listen der Langenk und ¢ mit &k + ¢ = n: das
ist klarerweise< n.

Falls die Listenlangen eine Potenz von 2 ist, wird man auf eine einfache Divide-
and-Conquer-Rekursion
V(n)=2V(n/2)+c-n

gebhrt und erhalt daraus die bekannte Aussage

Mnergesort(n) S #( n |Og TL)

Man kann sich fragen, ob die Beschnkung auf Listenkngenn = 2™ bie dieser
Situation (und ahnlichen) nicht verfalschend wirkt? Das ist nicht der Fall, aber im
konkreten technischen Nachweis etwaastig. Hier soll exemplarische gezeigt wer-
den, das man die maximale Anzahl der Vergleichsoperrationear IMERGESORT
for beliebige Listenhnge ezakt bestimmen kann und ein wallig analoges Ergebnis
wie im Spezialfall erfalt.

Betrachten wir also die Rekursion
V(n)= V(|n/2])+ V([n/2])+ n—1, V(1)=0
Es wird nun behauptet, dass
V(n)= n-[logn] — 2Menl +1.
gilt. Der Beweis wird durch durch Induktion uber n gethrt:
b Fur n =1 ist alles klar:
0=1-[logl] — 2l +1

b Fur geradesn = 2m > 1 qilt
V(n)= V(m)+ V(m)+2m —1
=2 (m- [logm] — 2llogm] 4 1)+2m—1
2m ([logm] +1) — 2Memi+l 41
n - [logn] — 2M"snl +1

b Fur ungeradesn =2m+1 > 1 gilt

V(n)= V(m+1)+ V(m)+2m
= (m+1)[log(m+1)] — 21tV + 1+ mflogm] — 2"e™l +1+2m

wobei man nun zu unterscheiden hat:
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P2l <m < 2= [log(m+1)] = k= [logm], [logn] = k+1

Vin)=(m+LDk—-2+1+ mk—2"+1+2m
=@2m+1)(k+1) — 2" +1
= nflogn] — 2"l +1

D m=2F1=[log(m+1)] = k= [logm] +1, [logn] = k+1

Vi) =(m+1k—2"+1+ m(k—-1)—2'+1+2m
=@2m+1)(k+1) — 2" +1
= nflogn] — 2/eenl + 1 O

5.2.3 Rekursive Multiplikation von Zahlen und Polynomen

Die maglichst e"ziente Realisierung von arithmetischen Operationen ist ein Haupt-
thema der Computeralgebra, siehe das Buch [21]dr eine interessante, breite und
fundierte Einfuhrung. Selbst so OaliiglicheO Aufgaben, wie das Multiplizieren von
Zahlen und Polynomen, und ihre traditionellen algorithmischen ésungen, hier als
OSchulmethodenO bezeichnetgasen hinterfragt werden, wenn es um das Operie-
ren mit sehr grossen Zahlen bzw. Polynomensehr grossen Grades geht.

Hat man zwei Polynomé von einem Grad< n
n—1 n—1
FX) =Y LX g(X)= ) g X7,
i=0 j=0

miteinander zu multiplizieren, so besagt die Formel

2n—2
FX)-g(X)= > (Z ai-bj) X*,

k=0 \itj=k

dass bei deren direkterdbertragung in einen Algorithmus jeder dern Koe"zi-
enten a; mit jedem der Koe"zienten b; multipliziert werden muss: das sind also
insgesamtn? Multiplikationen im Bereich der Koe"zienten. Hinzu kommen noch
etwa ebensoviele Additionen. Die OSchulmethodeO ist also ein Verfahren mit artih-
metischer Komplexiat O(n?). Man hat lange geglaubt, dass dies auch die wahre

3Hier werden Polynome behandelt. Die Methoden und Komplexiatsaussagen gelten auchsf
das Multiplizieren von ganzen Zahlen, derenabliche Basisdarstellung ja nichts anderes als die
Auswertung eines Polynoms an der Basis ist. Das Pinomen desUbertrags, das bei Polynomen
nicht auftritt, macht die Sache aber etwas komplizierter.
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untere Schranke #r die Komplexitat des Multiplizierens sei N bis ihm Jahr 1962
ein junger russischer StudentA. KARATSUBA, ein Schuler des legendren N.
KorLmoGorov, herausfand, dass dies nicht richtig ist.

Nach der Idee vonA. KARATSUBA (im russischen Original 1962, die Arbeit [10]
ist die Obersetzung ins Englische) kann die Multiplikation zweier Polynome

2n—1 2n—1

fX)= Y 6X, g(X)= > g X
i=0 Jj=0

vom Grad degf,degg < 2n wird zurackgebhrt werden auf die drei(statt vier!)
Multiplikationen von Polynomen, deren Grad< n ist:

J(X)

9(X)
f(X) - g(X)

a(X)+ X" b(X)

c(X)+ 2" d(X)

a(X) - o(X)+ X" (a(X) - d(X)+ b(X) - (X)) + X?" - b(X) - d(X)
= w(X)+ 2" (w(X) — uw(X) —v(X))+ X*"v(X)

wobei
u(X)

v(X)
w(X)

a(X) - e(X)
b(X) - d(X)
(a(X) + b(X)) - (c(X) + d(X))

For die rekursive Anwendung dieser Idee im Maple-Programnaratsuba wird an-
genommen, da8: eine Potenz von 2 ist, d.h. ded,degg < 2. Der Parameter
m wird im rekursiven Programm mitgethrt. Startet man mit beliebigen input-
Polynomen, so wird inkara_mult das kleinstem bestimmt, soda8 diese Annahmen
zutrelen.

Idee und Programm lassen sich auf die Multiplikation von ganzen Zahlesbertra-
gen, wobei das Panomen der ObertrageO (das es bei Polynomen nicht gibt) die
Sache technisch etwas verkompliziert, ohne dass sich am Gruatdtichen etwas
andert.

karatsuba := proc(f,g,X,m)

local a,b,c,d,u,v,w,deg;

if m=0 then RETURN(fx*g) fi;

deg := 2" (m-1);

a := sum(’coeff(f,X,i)*X"1’,’1’=0..deg-1);

b := sum(’coeff(f,X,i+deg)*X"i’,’1’=0..deg-1);
c := sum(’coeff(g,X,i)*X"1’,’1i’=0. .deg-1);
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sum(’coeff(g,X,i+deg)*X"i’,’1’=0. .deg-1);
karatsuba(a,c,X,m-1);
karatsuba(b,d,X,m-1);

:= karatsuba(a+b,c+d,X,m-1);

RETURN (expand (u+ (w-u-v) *X~deg+v*X~ (2*deg) ) ) ;
end;

d
u
v
W

kara_mult := proc(f,g,var)

local df,dg,bound;

df := degree(f,var);

dg := degree(g,var);

bound := ceil(log[2] (max(df,dg)+1));
RETURN (karatsuba(f,g,var,bound)) ;
end;

Komplexitatsanalyse (&r n = 2™):

H(n) = Anzahl der Additionen und Multiplikationen
" |im Koe"zientenbereich bei input-Grad < n

Dann hat man die Rekursion
t(2n) =3 -t(n)+#( n) , t(1)=#@1)

und damit

= | t(n) € #(n'os23)

im Gegensatz zu #@'°%2%) = #( n?) fur die OSchulmethodeO.

Weitere Bemerkungen zur Geschichte....
[13]

5.2.4 Rekursive Multiplikation von Matrizen

Die Multiplikation von zwei (n x n)-Matrizen erfordert, wenn man einfach die
Debnition des Matrixproduktes algorithmisiert, einen Aufwand vom? Multipli-
kationen von Matrixkoe"zenten und etwa genausoviele Additionen. Als Konse-
quenz kann man die meisten dasblichen Matrixoperationen, wie Oinverse Matrix
berechenenO, Olineares GleichungssystesehO mit einem Aufwand vorO(n?)
arithmetischen Operationen im Koe"zientenring oder -larper lesen. Es geht aber
besser! Dies stellte zum ersten Mal. STRASSEN im Jahr 1969 in der Arbeit [20]
heraus.
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Ausgangspunkt: die Multiplikation von zwei (2x 2)-Matrizen (wber irgendeinem
(1) Ring) la8t sich mit 7 Multiplikationen im Koe"zientenbereich ausfahren N
statt mit 8 Multiplikationen nach der OSchulmethodeO:

{Gn G12} ) [bn 512]
21 (22 b1 b2

a11b11 + a12bar  ai1bia + ajebag
a21011 + agebar  ag1bia + ageba

— |:d11 d12:|
d21 d22

Man berechnet zumchst 7 Produkte

c1 = (a2 — ag)(ba + byo)
ca = (ai+ ag)(biy + by)
c3 = (a1 — az)(bi + bio)
ey = (an+ ap) by
cs = ai (b2 — baa)
¢ = ag(ba — b11)
cr = (ag + axp)bn
und danach died,, ..., ds durch

di=citc—ctc dig=cat cs
dy = ¢+ ¢7 dypp = cp —c3+ ¢5 — ¢

Der Witz der (rekursiven) Angelegenheit: die Koe"zientena;;,b;,,... kennen
selbst wieder Matrizen sein, d.h.

Reduktion einer Matrixmultiplikation f ur zwei (2n x 2n)-Matrizen
auf 7 Matrixmultiplikationen von (n x n)-Matrizen,
dazu 18 Additionen/Subtraktionen von (» x n)-Matrizen

Das nachfolgend@laple-Program benutzt diese Idee rekursiv unddhrt die Strassen-
Multiplikation f ur zwei (n x n)-Matrizen mit n = 2™ aus:

strassen := proc(A::Matrix,B::Matrix,m)

local dim,A11,A12,A21,A22,
B11,B12,B21,B22,
Cc1,C2,C3,C4,C5,C6,C7,
D11,D12,D21,D22;

if m=0 then RETURN(A*B) fi;
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dim := 2" (m-1);

A11 := A[1..dim,1..dim];

A12 := A[1..dim,dim+1..2%dim];

A21 := A[dim+1..2%dim,1..dim];

A22 := A[dim+1..2%dim,dim+1..2%dim];
B11 := B[1l..dim,1..dim];

B12 := B[1..dim,dim+1..2%dim];

B21 := B[dim+1..2%dim,1..dim];

B22 := B[dim+1..2%dim,dim+1..2%dim];

Cl1 := strassen( A12-A22, B21+B22 , m-1);
C2 := strassen( A11+A22, B11+B22, m-1);
C3 := strassen( A11-A21, B11+B12, m-1);
C4 := strassen( A11+A12, B22, m-1);

C5 := strassen( Al1, B12-B22, m-1);

C6 := strassen( A22, B21-Bi1l, m-1);

C7 := strassen( A21+A22 , B1l1l, m-1);

D11 := C1+C2-C4+C6 ;

D12 := C4+C5 ;

D21 := C6+C7 ;

D22 := (2-C3+C5-C7 ;

RETURN( [[D11,D12], [D21,D2211);
end;

Komplexitatsanalyse (&r n = 2™):

Kn) = Anzahl der arithmetischen Operationen im Koe"zientenbereichdr
"= die Multiplikation von zwei (n x n)-Matrizen

Es gilt die Rekursion
t2n)=7 -t(n)+18 -n* , t(1)=1

und die Lesung verhalt sich so:

= | t(n) € #(n'e")

Beachte: log 7 = 2.808... ! Im Anschluss an die Arbeit vonSTRASSEN haben er
selbst und viele andere Autoren versucht, den Exponentemirfdie Komplexitat
der Matrixmultiplikation (obere Schranke) soweit wie naglich herunterzudecken

- siehe dazu Abschnitt 7.8 im Buch [14]. Seit 1982 steht der Rekord &@{n23%-),
gehalten vonD. CoppPERSMITH und S. WINOGRAD. Die Monograbe [3] vonP.
BURGISSER, M. CLAUSENUNd M. A. SHOKROLLAHI bearbeitet dieses schwierige
Thema profund.

Siehe auch [2].
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5.2.5 Ein SAT-Algorithmus

Das Problem SATISFIABILITY oder kurz SAT ist das NP-vollstandige Problem.
Es sind bis heute keine e"zienten Algorithmen bekannt, um die Edillbarkeit
von aussagenlogischen Formeln (gegeben in Klauselform, konjunktiver Normal-
form) testen. Bein Variablen berstigt das brute-force-Durchprobieren einen Auf-
wand von O(2"). Es geht aber besser. Ein wesentliche Schritt hin zu besseren
SAT-Algorithmen war das in [11] pasentierte Verfahren vonB. Monienund E.
SPECKENMEYER.

Es bezeichneB = {0,1} = {false,true} = {f,t} = {T,L} die zweielementige
boolesche Algebra mit den Operationen der Konjunktion (OundQO\) Disjunktion
(OoderQO)/, und Negation (OnichtO)-.

X, = {z1,22,...,2,} Sei eine Menge von (booleschen) Vaiablen. MIX, =
1, T, ..., T, werden die negierten Variablen notiert[/,, = X, U X, ist die Menge
der Literale. Die Negation von negierten Literalen ist mitz = z erklart.

Formeln (in konjunktiver Normalform, CNF) sind folgendermassen debniert:

b Eine Klausel @ber X)) ist eine Menge von LiteralenC' = {uy,us, ..., us} C
U,, wobei komplemenare Paarex;, z; nicht auftreten sollen.
Klauseln verstehen sich alisjunktion ihrer Literale, d h. sie sind als

C=uVug V- -V ug

zu lesen. Br s = 0 wird die leere KlauselC' = () mit false identibziert (=
neutrales Element bezgl. Disjunktion), oft auch al§] notiert.
C(X,) bezeichnet die Menge der Klauselaber X,,

b Eine CNF-Formel (wber X,,) ist eine MengeF = {C4,C,,...,C;} von ver-
schiedenen Klauselmber X,,, zu verstehen alsKonjunktion ihrer Klauseln
F = 01/\02/\"'/\Ct

Fur ¢t = 0 wird die leere Formel F = () mit true identibziert (= neutrales
Element bezgl. Konjunktion).
F(X,) ist die Menge der Formelnaber X,,.

Jedes Elementb = (b1, bo,...,b,) € B™ debniert eine Bewertung der Variablen
durch
Op Xy —Bix;— b (L<i<n)

Daraus ergibt sich eine Bewertung der Klauseln und Formeln, wigblich,
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b Fortsetzung von ¢, zu einer Bewertung der Literale:
dp 1 U, — B mittels ¢p(T) = ¢p(z) (z € X,)
b Fortsetzung von¢, zu einer Bewertung der Klauseln:
Op i C(X,) = B:dp(ur Vus V- Vus)= dp(ur) VvV op(us) V-V op(us)
b Fortsetzung von¢, zu einer Bewertung der Formeln:
op P F(Xp) = Bigp(Ci AC2 A= ANC) = dp(C1) A g (Co) A -+ A g (Ch)

b Jede boolesche Formel’ € F(X,) debniert somit einen-stellige boolesche
Funktion

(F):B" —=B:b— ¢p(F)

Theorem 30. Zu jeder n-stelligen booleschen Funktion f : B" — B gibt es eine
Formel F € F(X,) mit (F) = f.

Das ProblemSAT (SATISFIABILITY)
e Instanzen sind boolesche Formeld’ € F(X,,)
(n = Instanzengresse)
e Entscheide, obF’ erfullbar ist oder nicht,
d.h. ob es einb € B" gibt mit ¢, (F) = (F)(b) = true oder nicht.
k-SAT ist analog zuSAT, aber mit hachstensk Literalen pro Klausel.

Theorem 31. SAT und k-SAT fiir k > 3 sind NPP-vollstindige Probleme.
2-SAT st effizient entscheidbar.

Es gibt also (derzeit) keine e"zienten Algorithmen tr SAT. Das brute-force-
Durchprobieren aller 2 Bewertungen hat hat eine worst-case-Komplexat von
2". es geht aber (etwas) besser. Dazu betrachten mauartielle Bewertungen, also
Fuktionen, die nur einigen der Variablen einen Wahrheitswert zuordnen.

Eine partielle Bewertungen vonX,, ist eine Funktion ¢ : U, — B U U,, mit
U(u) € {u,0,1} und (@) = ¢(u) (u e U,).
b Fortsetzung zu einer partiellen Bewertung der Klauseln:

¥ C(Xy) — C(X,) U{t}:
@D(Ul Vaug V-V us) = 2/J(UJl) \ lZJ(Ug) VeV ¢(Us)
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b Fortsetzung zu einer partiellen Bewertung der Formeln:
¥ F(X,) — F(Xa)
Y(CLACy A ANCy) = P(Cr) AP(Co) A=+ Ap(Ch)

Nun kann man zu jeder KlauselC' = u; Vus V--- Vu, € C(X,) s+ 1 partielle
Bewertungen debnieren:

Yo - u; — 0 ug — 0 ug — 0
Yy up — 1

Py u; — 0 ug — 1

%’3 u; — 0 Uy — 0 uj,1|—>0 Uj'—>1

Vg - u; — 0 ug — 0 Ug_1 — 0 ug — 1

Lemma 32. Flir jede Formel F € F(X,) und jede Klausel C' € C(X,,) gilt:

mindestens eine der s + 1 Formeln

st erfiillbar < {wj(F) (0 < j < s) st erfillbar

Lemma 33. Flir jede Formel F € F(X,) und jede Klausel C' € F gilt:

mindestens eine der s Klauseln

Fist erfillbar < {z/;j(F) (1< j<s) ist erfiillbar

Bemerkung 13. Wichtig ist: in den Formeln ¢;(F) (1 < j < s) kommen hachstens
nochn — j verschiedene Variable vor! IstF' eine k-SAT-Formel, so ists < k. es ist
sinnvoll, eine Klausel mit kleinstnmefglichens zu wahlen.

Der Algorithmus 6 von B. MoNIEN und E. SPECKENMEYER (1985) ist eine clevere
divide-and-conquer-Methode, um F' € F(X,,) auf Erfullbarkeit zu testen:

Zur Aufwandsanalyse: jede FormeF' erzeugt einen ORekursionsbaumO mit der
Wurzel F und den s < k Nachfolgeknoten mit Formelny(F), ..., ¥,(F) wobei
y;(F) mindestens umj weniger Variable alsF' hat. Bezeichne nun

b T'(F) die Anzahl der Blatter im Rekursionsbaum mit Wurzel F' als Mass &r
den Aufwand der divide-and-conquer-Methode, angewendet auf die Formel
F

b T'(n) das Maximum vonT'(F') wber alle ' € F(X,,).
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Algorithm 6 MS-SAT

procedure TEST(F) > Test F for Satisbability

if F'= ( then > Trivial case
return (true)

end if

if F =[O then > Trivial case
return (false)

end if

select shortestC' = u; Vuy V---Vu, € F > Select clause

for i=1..sdo
if TEST(v;(F)) then > Test subcases recursively

return (true)

end if

end for

return (false)
end procedure

Dann gilt im Fall von k-SaT-Formeln:

Tn) <Tn-1)+Tn—-2)+---+T(n—2s)
<Tn-1D+Tn—-2)+- -+ T(n—k)

Debniert man die C-rekursive Folgetf.(n)),>o mittels
t(n) = te(n = 1)+ tp(n = 2)+ -+ ty(n — k) (n = k)

und mit Anfangswertent,(0),.(1), ..., t.(k—1), far die T'(5) < tx(5) (0 < j < k),
so gilt

T(n) <tp(n) furallen > 0.
Ist nun a4, die (eindeutige) im Intervall 0 < = < 2 liegende reelle Nullstelle des
Polynoms

28— == — 2=
so gilt

tr(n) ~ ) fur n — oo.
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Einige Zahlenwerte:

k=1: ar=1
1+
k=2 as= ¢ = 2‘/§=1.6181...
k=3 a; =1.8393...
k=4: ay = 1.9276. ..
k=5: as =1.966. ..

Einie etwas genauere Betrachtung lieferdf k-SAT-Formeln sogar
T(n) < tg—1(n) ~ gy (n — o)

Satz 34. Der Berechnungsaufwand T(n) der divide-and-conquerMethode in Anhdingig-
keit von der Anzahl der Variablen n, angewendet auf k-SAT-Formeln, verhdlt sich

wie
T(n) < tia(n) ~ af; (n — o)

For das NP-vollstandige Problem 3SAT hat man also die Schranke mit dem Gol-
denen Schnitt¢:

T(n) <ty(n) ~o¢" =(1.6181L..)" (n — o0).

Auch die divide-and-conquer-Methode hat exponentielles Verhalten in der Varia-
blenanzahln, aber der relative Aufwand (gemessen and debrute-force-Methode)
verringert sich exponentiell!

Einige Werte fur k£ = 3:

n (¢/2)"

5 10.3465678100..
10 | 0.12010924609. .
20 | 0.0144262311..
50 | 0.0000249966. .
100| 0.6248...-107°

5.2.6 Das Closest-Pair-Problem

Dieser Abschnitt orientiert sich an dem entsprechenden Kapitel aus dem Buch [12]
von Th. OTTMANN.

e Die Problemstellung:
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Abbildung 9: Eine Punktwolke in R?

b Gegeben:P endliche Menge von Punkterp = ( p,,p,) € R?

P Gesucht:
6(P)=min {dist(p,q); p,¢ € P,p¥ q}

wobeidist(p, ¢) den euklidischer Abstand vorp, ¢ € R? bezeichnet.

Allgemeiner defeiniert man ér endliche P, Q C R?

o(P,Q)=min {dist(p,q); pE€E P, ¢ €Q,pZ q}
alsod(P) = 6(P, P)
e Algorithmisches Problem

b berechnei(P) meglichst e"zient
(evtl. auch: bestimme ein Paamp, ¢ € P mit dist(p, q) = §(P))

Eine naive Lasung der Aufgabe geht so:

b berechne alle paarweisen Distanzen

{dist(p,q); € P, p¥ q}

b berechne das Minimum dieser Menge
Die Komplexitat dieses Verfahrens ist
b fur §P = n: () Distanzen berechnenO(n?)
D Minimum in O(n?) Zahlen suchen:O(n?) Vergleiche
D insgesamt einO(n?)-Verfahren

Man kann aber auch eine Divide-and-Conquer Ansatz verfolgen:
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b ZerlegeP in zwei (ungehhr) gleich grosse TeileP,, P,
b berechne (rekursiv)é(F,), 6(F,)

b berechned(F,, P,)

b berechned(P) = min ( 6(F,), 0(P,), (P, P,))

Dieser Ansatz &hrt N bei naivem Vorgehen zur Berechnung vors(P,, P,) N auf
eine Rekursion &r den Aufwand ¢(n) an Operationen (beifP = n)

tm):2¢oma+2-(gf+1

#2) =1

mit einer Lesungt(n) € O(n?)

Die eben beschriebene Divide-and-Conquessung mutzt nicht die Tatsache aus,
dass es sich bei den Punkten um Elemente a8 handelt!

Ein geometrisches Divide-and-Conquer-Verfahren hksichtigt diesen speziellen
Aspekt:

1. Zerlege P mit Hilfe des Mediansm der z-Koordinaten derp € P in zwei
(ungefahr) gleich grosse Teile

Pr={peP;p,<m} P.={peP;,m<p,}
4——————P5|———; ————— ;———p;———->
L4 Median L4

[ ]
[ ]
[ J
[ ]
[ J
[ J
[ ] [ ]
[ ]

Abbildung 10: Median-Zerlegung der Punktmenge

Bemerkung: Median-Berechnungdr n Elemente geht inO(n)
2. Berechne (rekursiv)d(FP,), 6(P,) und d = min( 0(F,), 0(FP,))
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L] Median ®
[ ]
I
[
o |
[ ]
[ ]
[ ] [ J
[ ]
<+d—>+—d—>
Abbildung 11: Rekursive Berechnung von(P)
3. Bestimme

Pl={peP,m—d<p,<m} P'={peP;m<p,<m+d}

4. Berechned(Pg, P?) und somit
d(P) = min( d, (P, B,)) = min( d, §(Pf, b))

Vorsicht: auch P¢ und P4 kennen nochO(n) Elemente enthalten!
ABER: zu jedemp € P¢ kann es nur sehr wenigg € P? geben, die OnaheG:(d)

von p liegen:
1
Median
P pd
//,’ \\\
b
7 N
7/ \
/7 \
7 \
] [ ]
1 P \,
I
i Il )
] .
1 d ° !
’ 1
\ ' /
iV 4 2
\ 7
7/
\\\ ///
S — [ ]
[ -—-d-——>le--d-—-—>

Abbildung 12: Situation im zentralen Streifen
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N\
\
’
’
2
—
=3
S
P

«--0-——-ple-.0.

Abbildung 13: Wenige Nachbarn im zentralen Streifen!

Aus der geometrische Situation folgt:

dist(p,q) <d = p,—d<g, <p,+d
= qeP'n{g;p,—d<g,<p,+d)}

P,%p)

und damit hat man far 6( 7, P,):

(P, P) = 6(F;, P!
= min &(p, P) = min 5(p, P4(p))
pepd pep!

Aus der Geometrie folgt (grossagig abgeschtzt!)

(x)  #P(p) <7

d.h. zu jedemp € P¢ gibt es hachstens siebe € P? mit dist(p,q) < d,

Folgerung: Man muss bei geschickter (!!) Organisation der Daten nd?(n) Ope-
rationen durchfahren, um §(P,, P,) zu berechnen!

Eine geometrischddberlegung zum Beweis vons):

e Wieviele disjunkte, olene Kreisscheiben mit Radius? kann man in einem
(a x b)-Rechteck unterbringen?

Die Anzahl ist k(a,b, R) < -%%.

¢ Wieviele verschiedene Punkte, die paarweise einen Abstardi haben, kann
man in einem @ x b)-Rechteck unterbringen?
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Abbildung 14: Disjunkte Kreissscheiben in einem Rechteck

a

Abbildung 15: Punkte mit Mindestabstand in einem Rechteck

Die Anzahl ist < k(a+ d,b+ d,d/2) < %

Sind also die Elemente vor®? nach y-Koordinaten sortiert

Pfd p(l) p(2) p(s) - p(s)
1 2 3 s
p) < < P < <)

und die Elemente vonP? nach y-Koordinaten sortiert

1 2 3 t
o' < o< @< .. <qf

so treten Kandidaten &r dist(p, ¢) in Blecken der lange< 7 auf:

P p p@ pB) oop®)
P(p)

Der Divide-and-Conquer Closest-Pair-Algorithmus sieht also so aus:
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1. Zerlege P mit Hilfe des Mediansm der z-Koordinaten der
p € P in zwei (ungehhr) gleich grosse Teile

P={peP;p,<m} PB={peP;m<p,}

N

Berechne (rekursiv)é( ), 0(F,) und d = min( 0(F;), (P,))
3. Bestimme

Pl={peP;m—d<p,<m} P'={peP;m<p,<m+d}

4. Sortiere P¢ und P? nach deny-Koordinaten ihrer Elemente
5. Berechnes(PZ, P?) mit O(n) Operationen
6. 0(P) = min( d,5(P¢, PY)

Die Komplexitat ¢(n) des cp-Algorithmus ergibt sich nun so:
b Medianberechnung und Zerlegun@ = P, W P, : O(n)
D Herausziehen vonP¢ und P2 : O(n)
b Sortieren von P¢ und P¢ : O(nlogn)
B Berechnen voni(Pg, P4) : O(n)

b Divide-and-Conquer Rekursionsgleichung

t(n) =2 t(n/2)+ O(nlogn), t(2)=1

b Verhalten der Lesung der Rekursionsgleichung

t(n) € O(nlog* n)

Bemerkung: Man kann das Sortieren auf jeder Rekursionsstufe durch einmaliges
Sortieren zu Beginn und geschickte Verwaltung dieser Information ersetzen, da-
durch sogar Gesamtkomplexdt t(n) € O(nlogn) erreichen

5.2.7 Schnelle Fouriertransformation

Die Schnelle Fouriertransformation (FFT) wir im Rahmen der Algorithmen der
Arithmetik noch genau behandelt. Hier soll nur auf die Divide-and-Conquer-ldee
eingegangen werden.
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Ist a(X) = ap+ a; X + ap X?>+ ---+ a, X" ein (reelles oder komplexes) Polynom
n-ten Grades und ist¢ eine komplexe Zahl, so nennt man das Berechnen der
Zahl

a(§) = ap+ ar &+ ap &+ -+ a, "

die Auswertung von a(X) an der Stelle £&. Fuhrt man die Berechnung entsprechend
dem sogenannten OHornerschemaO

a(g): a0+(a1+ "'+(an71+(an71+ anf)’g)’g)f

durch, so bemtigt man dafur n Multiplikationen und » Additionen von komplexen
Zahlen. Man kann zeigen, dass dies optimal ist! Dies ist einer der selteneall€,
in dem man die untere Schrankedi die arithmetische Aufgabe exakt kennt.

Wertet man das Polynoma(X) an n + 1 verschiedenen Stellen&y, &, ...,&, € C
simultan aus, d.h. betrachtet man die Abbildung

a(§) = apt e &+ a &+ o+ a4, & — (a(&), al&r), . . . al&))

so kann man das narlich mit insgesamt»? Additionen und n? Multiplikationen
machen, indem man jeden dieser Werte separat berechnet

Diese simultane Auswertungdsst sichabersichtlich als lineare Transformation von
C*1 darstellen:

16 & & .o g0 [a)]
16 & & ... & al a(&1)
1 & & & ... & az = | a(&)
R N R Y

deren Transformationsmatrix

V(&,&1,82,...,&) = [ 55}03@3‘91

eine VANDERMONDE-Matrix ist mit der

detV(é. &6, &)= [ (& - &)

0<i<j<n

Die Verschiedenheit der Interpolationsstellen garantiert gerade die Invertierbarkeit
der Transformation.
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Wichtig ist, dass man aus diesem Datensatzi (&), a(&1), - .. a(§,)) das Polynom
a(X) (d.h., die Folge (o, a1, .. ., a,) seiner Koe"zienten) wieder eindeutig zueck-
gewinnen kann: das ist die Aufgabe deinterpolation. Einen klassischer Weg weist
die Interpolationsformel von LAGRANGE:

_ ' Hj;éz’(X _fj)
a(X) = O;na(a) NGERL

die quantitativ die Tatsache zum Ausdruck bringt, dass ein Polynom vom Grad
< n durch seine Werte ann + 1 Interpolationsstellen eindeutig bestimmt ist.
Dabei ist man (bis auf die Vreschiedenheit) in der Wahl der Interpolationsstellen
o, &1, ..., &, € Cvallig frei.

Die Diskrete Fouriertransformation (DFT) legt, motiviert durch die Absicht, die
klassische kontinuierliche Fouriertransformation diskret zu approximieren, eine
spezielle Wahl der Interpolationsstellen fest:

Fur N > 1 hat die GleichungX? =1 genau N komplexe Lesungen:

. , 2r . . 2w
1=wl,wy,wi w,...,wh™ wobei wy = /Y =cos— + i-sin—.

Diese Menge nennt man die Menge défomplexen N-ten FEinheitswurzeln, Kurz
mit Ry bezeichnet.

Debnition 12. Die (komplexe) Diskrete Fouriertransformation (DFT) der Ord-
nung N ist die lineare Transformation:

DFTN CN — (CN <CL07 ah e ,CLN_1)> g <a(w?\/)7 a/(w]lv)7 a(w?\f)7 . 7a(w%—l)>’
wobeia(X) = ag+ a1 X + -+ ay_; XV L,

Mit DFTy soll auch die Matrixdarstellung dieser Transformation bezeichnet wer-
den, also (mitw = wy):

1 1 1 1 ... 1 | % [ a(1)
1 w w? w3 oWt “ a(w)
1 w? w? wb o WPED 2] g(w?)
as
1 WN-1 L2N-1) AN-1)  (N-1)? . a(w1)
L 4 _aNfl_ L .

DFTy = V(W°, W', w?, . WV
wobei also
DFTy = V(W°, whw?, ..,V ) = [ wi'j}

0<i,j<N
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Die Transformationsmatrix hat eine sehr spezielle Struktur.
Lemma 35. Je zwei verschiedene Zeilen der Matriz DF Ty = V(0 wt, w?, ..., wN"Y)
sind orthogonal.

Zum Beweis betrachte man das (komplexe!!) Skalarprodukt dej € 1)ten mit der
(k + 1)-ten Zeile:

N-1 N— )
Je kel _ g G-ke _ | N fallsj=k

Dowhwy= ) Wy = 0 falls;

=0 =0 allsj 7 k

Der erste Fall (j = k) ist klar wegen %, = 1, der zweite ergibt sich aus der
endlichen geometrische Reihe:

N—1 j— i

S Wl = A S ) =0 O
N 1-— Wik 1—WiF

=0 N N

Debnition 13. A=[a;;
1. Die Matrix

l,-; ., Sei eine Matrix mit komplexen Koe"zienten.
—_ 7]—”

AT = [ aj,i]1§i7j§n,

die aus A durch Transposition und komplexe Konjugation hervorgeht, wird
als die zu A adjungierte Matriz bezeichnet.

2. Die Matrix A heisst unitdr, wenn ihre adjungierte Matrix auch ihre inverse
Matrix ist, d.h. AT = A1

Bemerkung 14. Unitire Matrizen sind im Bereich der Matrizen mit komplexen
Koe"zienten genau das, wasorthogonale Matrizen im Bereich der Matrizen mit
reellen Koe"zienten sind. Die unitaren Matrizen sind genau diejenigen Matrizen,
deren aimtliche Eigenwerte auf dem komplexen Einheitskreis liegen. Eine besonde-
re Bedeutung haben urare Matrizen in der Informatik fur das Quantencomputing:
unitare Transfromationen sind genau die Zustandstransformationen, die auf eine
Quantencomputer maglich sind. Von daher ist die folgende Aussage von besonde-
rer Wichtigkeit:

Folgerung 36. Die DFT-Matrizen (Transformationen)

1 1
—— . DFTy = — - V(W w',o? ...,V

VN VN

sind unitare Matrizen (Transformationen).
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In der Tat: da DF'Ty eine symmetrische Matrix ist, gilt
DFT]TV = V(w wtw?. L w N )=
und Lemma 35 besagt:
DFTy-DFT!, = N -1y.
Somit gilt

1 1 f
— .DFTy-|—— DFTy ) = Iy,
VN N (m N> N

oder anders geschrieben
_ 1
DFTy'= —- DFTY}.
Folgerung 37. Die zur Transformation DFTy inverse Transformation DFTy*

ist ist (bis auf die Multiplikation mit der Konstanten 1/N und dem Ersetzen von
wy durch w;,l) wieder eine DF Ty .

Beispiele &r DFT-Matrizen

e n=2
1 1
DFT, =
1 -1
e n=3
1 1 1 1 1 1
DFIT5= | 1 ws w§ = |1 ws w%
1 w? w; 1 w? ws
mit ws = 1+2i'\/§,w§= ’1’2“/5
en=414
11 1 1 11 1 1 1 1 1 1
i e sy o281 i -1 —i
PEL= g o s Fle e 0 271 -1 1 1
1 43 45 47 1 43 42 4t 1 — -1 =
en=>5
11 1 1 1 11 1 1 1
1 ws w2 Wi Wi 1 ws w2 Wi wi
DFTs= | 1 w2 wi wl wf |=|1 w} wi wy Wi
1 wd Wl w! wi? 1 Wi wy wi Wl
1 wi Wl wi? wit 1 wi wd W ws
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mit
_V/B5-1+iy2\/5+ /5
Wy — 4
e n=06
1 1 1 1 1 1] [1 1 1 1 1 1]
1 wg w§ w% w‘gl aié 1 wg wd -1 wél w§
1wy owg wg wg w |1 wi wg 1 wig wg
DFIe=| wp Wl W) wh w7l -1 1 -1 1 1
1 wi w§ w2 Wl W2 1 wi Wi 1 wf Wi
|1 w) wi® wd® W WP 1 W) owi 1 Wi ows |
mit
1+i-/3 5 —1+i-4/3
T T2 T T2
en=28 ) i}
1 1 1 1 1 1 1 1
1 wg i wd -1 wi —i wf
1 ¢« -1 = 1 ¢ -1 —
1w - ows -1 Wi i W
PE=0q 1 11 1-1 1 -1
1w i owi -1 wy —i W
1 - -1 4+ 1 — -1
1w - owl -1 Wi i ws
mit
1+ s —1+14
wg = wg = = wg — V2
8 \/é 8 \/z 8
—1—1 1—:9
5 — - 7 — — i \/é
wg = = —w wg = = wg—1
8 \/é 8 8 \/z 3

Die Schnelle Fouriertransformation beruht nun auf der Tatsache (vermutlich zuerst
von C. F. GAuss 1805 bemerkt, aber erstim Nachlass 1866 edentlicht und nicht
beachtet, Oneu erfundenO in dem vielzitierten Artikel [5] vah W. CooLEY und

J. W. TUKEY, siehe auch [4]), dass man bei dieser Wahl der Interpolationsstellen
eine interessante Rekursion einleiten kann:
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Will man ein Polynom a(X) = 337", X* vom Grad < 2N an den 2V Interpo-

lationsstellenwky (0 < k < 2N) auswerten, so kann man(X) zerlegen:
a(X) = apt a2X2 + a4X4 + ...+ aQN_ZXZN—Q

aeven(XQ)

+ X (Cll + (13X2 + CL5X4 + ...+ CL2N71X2N72)

N

aodd(X2)
Damit ist aber
G(MIQCN) = aeven(wg]]if) + wl2€N ' aodd(wglk\f)

Beachtet man nun noch die simple Tatsachen

2% — _2m(2k)/(2N) = 27k/N — k
und
N+k— N _ k _ ko= k
Won = Won "Won = Wa Wy = —Wap;

so ergibt sich folgendes

e Rekursives Schemadf die Berechnung vonD F'T5 -
D berechne(acven (W) ooy y = (af, i - -, ay_y) mittels DFTy
D) berechne(aodd(w]"{,))0<k<N =(ap,a, ..., ay_,) mittels DFTy

b berechne ir 0 < k < 2N
N+k k

G(WSN) = a“;c + u)IécN : alk/ a(wyy ™) = a;c — Won - alkl

Symbolisch geschrieben:
DFTQN(a) = DFTN(aeven) Nk DFTN(aodd)

wobei x_« ist die sogenannte ObutterRy-OperationO ist:
a(w];N) — 1 wk Qepen (w?\/) <
(a(wévj\;“k S\l =Wk odq(Wh) O<k<N)

Abbildung 16 ist eine schematische Darstellung des Rekursionsschritts.

Die rekursive Anwendung dieser Idee bezeichnet man &l&nelle Fouriertransfor-
mation (FFT) - siehe Algorithmus 7.
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Q)

as aoy; Aok+1 A2p—2  A2p—1
| | | |
] I ]
 — ———

v \ v : ) '1 v
o a o dl | |a) df g
DFT(n) DFT(n)

0 0 0 0 1] 1 1 1
L A

| 1 I ]
|
|| |
vV v
T
T 1 —1
l I 1 I
! ' }
(&%) (€3] (678 tall Qy  Qpyl Qi ke Q2p—1

A

Abbildung 16: FFT-Rekursionsschritt

Abbildung 17: FFT-Schaltkreis
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Algorithm 7 Schnelle Fouriertransformation

procedure FFT(A :: list, k ::integer) > Fast Fourier Transform of order 2
N «— 2F
if £=0 then > base case
return(A)
end if
wp, < exp(2mi/N)
w1
aeven < [A[O], A[2], ..., A[N — 2]]
aoqq — [A[L], A[3], ..., A[N — 1]]

Yeven — FFT(aepen, k — 1) > recursive call
Yodd — FFT(aoqa, k — 1) > recursive call
for t=0..(N/2)—1do > butterl3y operation

Ylt] — Yevenlt] + w - Yodalt]
y[t + ( N/Z)] — yeven[t] —Ww- yodd[t]
W W Wy
end for
return(y)
end procedure

Abbildung 17 ist eine grabsche Darstellung der FFTaf vV = 8 als Schaltkreis.

Der Aufwand F'(N) zur Berechnung vonD F'Ty bei rekursiver Verwendung dieser
Idee, gemessen in arithmetischen Operationen mit komplexen Zahlen, gghalso
einer Rekursionsgleichung

F(2N)=2 - F(N)+ O(N)
und das shrt auf F(V) € #( N - log N).

Satz 38. Die (komplexe) Diskrete Fouriertransformation DEFTy der Ordnung N
lasst sich mittels FFT mit O(N -1ogN) arithmetischen Operationen berechnen.
Die gilt auch fiir ihre Umkehrung DFTy'.

5.2.8 FFT-basierte Multiplikation von Polynomen und Zahlen

Im Abschnitt 5.2.3 wurde das Verfahren voriK ARATSUBA zur Multiplikation von
Polynomen vorgeéihrt, dass in seinem asymptotischen Verhalten deutlich besser
ist als die OSchulmethodeO. Dieses Verfahrasst sich mit kleinen Modibkatio-
nen, aber denselben asymptotischen Aussagen, auf das Multiplizieren von ganzen
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Zahlenubertragen. Eine der wichtigsten Anwendungen der Schnellen Fouriertrans-
formation besteht darin, den Aufwand &r das Multiplizieren von Polynomen noch-
mals drastisch zu beschleunigen. Die gleich Idessst sich auch auf das Multiplizie-
ren von ganzen Zahlembertragen, dabei gibt es aber technische Komplikationen,
die nicht ganz so leicht auszwumen sind.

Die grundlegende Tatsache ist wiederum:

e Ein Polynom f(X) = ", f;X* vom Grad < n ist durch seine Auswertungen
ann + 1 OlnterpolationsstellenO eindeutig bestimmt.

Daraus ergibt sich &r die Aufgabe der Polynommultiplikation:

e Hat man zwei Polynomef(X) = > %, fiX", g(X) = > 7, g; X7, beide vom
Grad < n zu multiplizieren, so ist das Produkt ein Polynom vom Grad 2n:

hm=z<2ﬂw%*
k=0 \i+j=k

Das gesuchte Polynoni(X) ist durch seine Werte an< 2n + 1 Interpolati-
onsstellenéy, &1, . . ., , &, eindeutig bestimmt und &r diese gilt

(&) = f(&) - 9(&k) (0 <k < 2n).

Die fuhrt zu folgender Alternative zur OSchulmethodeO:
e Multiplikation durch Auswertung und Interpolation

b Wahle 2u + 1 Interpolationspunkte &, &1, ..., , &, und werte die Poly-
nome f(X) und g(X) an diesen Stellen aus:

9(X) = (9(%), 9(&), - - -, 9(Ean))

b Multipliziere paarweise die entsprechenden Auswertungen

(f(&r), 9(8k)) — f(&k) - (&) = (&) (0 <k < 2n)

b Gewinne aus(h(&), h(&1), ..., h(&2,)) die Koe"zienten des Polynoms

WX)= ) X = f(X) - g(X)
k=0

mittels Interpolation.
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e Schema der Polynommultiplikation mittels Auswertung und Interpolation
Koel!zientenbereich Wertebereich

Auswertung (f(X),9(X)) — ((f(&k))o<k<an: (9(&k))o<k<on)

| Faltung | ereiptieacion
Interpolation h(X) —  (h&k))o<k<an = (f(&k) - 9(&k))o<i<on

Auch wenn dieses Verfahren korrekt ist, so ist doch keineswegs klar, dass es vom
Rechenaufwand her etwas ObringtO. Taishlich tut es das in dieser Allgemeinheit
noch nicht! Dazu muss man nur eine obedghliche Bilanz ziehen:

e Die direkte Berechnung der 2 + 1 Koe"zienten von h(X) mittels der wbli-
chen OFaltungsformelO betigt (n + 1) 2 Multiplikationen und etwas genau-
soviele Additionen im Koe"zientenbereich.

e Fur den alternativen Weg:

b Die Auswertung von f(X) und ¢g(X) an 2n + 1 Interpolationsstellen
kosten 2(2: + 1) - n Multiplikationen und genausoviele Additionen im

Koe"zientenbereich.

b Fuor die Berechnung derh(&:) = f(&) - 9(&:) benetigt man 2n + 1
Multiplikationen.

b Die Interpolationsaufgabe kann man bei geschickter Divide-and-Conquer-
Aufteilung mit etwa 7(n + 1) 2 Additionen und Multiplikationen | esen

D Per saldo hat man also etwa 11 arithmetische Operationen zu veran-
schlagen. Das deutlich mehr als bei der OSchulmethodeO!

Die Sache wird interessant, wenn man nuraf die Auswertung und die Interpo-
lation die Schnelle Fouriertransformation ins Spiel bringt. Dazu sollen nunf(X)
und ¢(X) Polynome vom Grad< N sein, wobeiN eine Potenz von 2 ist. Dann
ist h(X) = f(X) - g(X) ein Polynom vom Grad < 2N und es man kannh(X)
durch Interpolation an den 2V-ten Einheitswurzeln (wjy) .., berechnen. Die-
se Transformation ist aber im wesentlichen wieder eine DFT der Ordnung\2
siehe Satz 37, also auch mittels FFT berechenbar! Das Verfahren und seine Ko-

stenbilanz sehen dann so aus:
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e Polynommultiplikation mittels FFT

b Die Auswertung von f(X) und ¢(X) an 2N Interpolationsstellen
(W5n) gy Mittels FFT kosten 2-#(2 N -log(2N)) = #( N -log N)
arithmetische Operationen

b Die Berechnung derh(why) = f(why) - g(why) fur 0 < k < 2N
erfordert 2V Multiplikationen.

b Die Interpolationsaufgabe ist eine FFT-Ricktransformation der
Ordnung 2N, was noch einmal #(2V - log(2N)) = #( N - logN)
arithmetische Operationen erfordert

b Per saldo hat man also ein Verfahren mit einer arithmetisch
Komplexitat von #( N - logN), und das ist nicht nur klar besser
als die OSchulmethodeO, sondern auch noch deutlich besser als das
Verfahren von KARATSUBA.

D

Satz 39. Das Produkt von zwei (komplexen) Polynomen vom Grad < N ldsst sich
mit einem Aufwand von O(N -logN) an arithmetischen Operationen (mit kom-
plexen Zahlen) berechnen.

Kommentar 15. Die ldee der Multiplikation mittels FFT-Evaluation und FFT-
Interpolation lasst sich auch auf das Multiplizieren von ganzen Zahlesbertragen.
Das ist nicht verwunderlich, da ja ganze Zahlen in Basi&Darstellungen nichts
anderes sind als Auswertungen eines Polynoms an der StélleDie Verhaltnisse
liegen aber komplizierter: das liegt an demabktigen Problem deddbertrags, aber
auch an der Tatsache, dass man nicht so ohne weiteres die komplexen Einheits-
wurzeln als Auswertungspunkte einsetzen kann. Man kann diese Probleme aber
mit deutlichem Mehraufwand an Theorie, aber nur bescheidenem Mehraufwand
an Rechen-Komplexitt lasen. Dies dhrte zu folgendem Resultat:

Es gibt einen FFT-basierten Algorithmus zu Multiplikation von N-bit-
Zahlen, der einen asymptotischen Aufwand vo@(/N -log N -log logN)
Bit-Operationen hat.

Dieses Ergebnis der beiden deutschen Mathematikédt. SCHONHAGE und V.
STRASSEN aus dem Jahr 1971 war lange Zeit der OWeltrekord@r tlas (asym-
ptotisch) schnellste Multiplikationsverfahren &r ganze Zahlen.

Fehlt noch: Bemerkung zum Resultat von MFURER.
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5.3 Dynamisches Divide-and-Conquer: Quicksort

Das 1962 von C.A.R.HOARE veralentliche Sortierverfahren QUICKSORT ist eine
der bekanntesten, e"zientesten und saansten Methoden der Algorithmik uber-
haupt. Der Algorithmus selbst wird als bekannt vorausgesetzt. Hier geht es nur
um die Komplexitatsanalyse.

QUICKSORT ist ebenfalls ein Divide-and-Conquer-Verfahren, aber im Gegensatz
zu allen bisher behandelten Algorithmen werden hier bei einem Rekursionsschritt
aus einem Problem gegebener @sse/N nicht immer Subprobleme fester Gasse
(relativ zu N) erzeugt, sondern die Gasse der Subprobleme istatenabhdingig (und
meist nochaber einen Zufallsgenerator randomisiert). Daher bekommt man bei der
Komplexitatsanalyse nicht eine uniformeworst-case-Aussage, sondern man muss
wber die maglichen auftretenden Rlle beim erzeugen der Subprobleme mitteln:
man erhalt also eineaverage-case-Aussage.

Tatsachlich ist das worst-case-Verhalten von Quicksort schlecht: O(n?) Ver-
gleichsoperationendr das Sortieren von Listen der Bngen. Im average-case da-
gegen istQUICKSORT sher gut und erreichtO(n - logn), wie andere OoptimaleO
Sortierverfahren (wie z.B.MERGESORT oder HEAPSORT).

Das Herzstck von QUiCcKSORT ist die Prozedur SpriT (oft auch PARTITION ge-
nannt). Dazu folgende

Debnition 14. Es seia = (ay,as,...,a,) eine Liste von Elementen aus einer
totalgeordneten Mengé (A4, <). Das Elementa, in der Position k ist ein Splitter
for a, wenn gilt

a; <ap <a; forallei<kundalle;>k.

Ist a; ein Splitter fur a, so kann man das Sortieren der Lista durch einen divide-
and-Conquer-Ansatz erledigen, indem man die beiden Teillisten

l _

a' = (a1, a9,...,a5_1) und a" = (agi1,axeo,. .., an)

in-place separat sortiert ® denn das Element, steht bezglich des Sortierens
bereits an der richtigen Stelle. Schematisch

sorr(a) = (sorr(a'’), ax, SORT(a"))

Beispiel 8. D (3,1,2,4,7,5,6) hat 4 als Splitter

4Es gerugt, sich hierfur ganze Zahlen vorzustellen.
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b (5,1,2,4,7,3,6) hat keinen Splitter
D (1,2, 3,4,5,6,7) hat alle 7 Positionen als Splitter

Um mittels Splittern ein Divide-and-Conquer-Verfahren ér das Sortieren zu eta-
blieren, masste man eine Methode haben. um einen Splitter in einer Liste zu bPnden.
Das Problem ist nur:

e Splitter sind selten! Die OmeistenO Listen habeberhaupt keinen Splitter.

Man kann das quantibzieren. Dazu betrachtet die Meng§, aller n! Permuta-
tionen einer n-elementigen totalgeordneten Menge, z.B. der Zahld, 2,... ,n}.
Olensichtlich gilt:

b Die Position & ist ein Splitter in (k — 1)!- (n — k)! Permutationen auss,,.
b Die Gesamtzahls,, der Splitter in S,

B n _ n—1 7’L—1 -1
Sn = ;(k—l)!(n—k;)!—(n—l)!-Z( . )

k=0
Das Problem ist nun: wie geht man mit einer Summe
1,1t
G @ Q)

um? Der Schissel liegt in der Aussage

1 a+ b\ /1
— = [ t*(1—t)’dt
a+ b+1( a ) 0

die man leicht per Induktion uber a + b beweisen kann. Also ist:

bn::i@) —(n+1)/Ztk(l )”’“df.

k=0

TL

Es ist eine einfache Aufgabe, zu zeigen, dass die Zahlenfolgg, (., einer einfachen

Rekursion gemigt:
an 1

Pnt1 = 2 n+2
Sei nuns, die mittlere Anzahl von Splittern in S,,, d.h.

, CL():]..

Das bezeichnet man alsBeta-Integral. Die Aussage war schorEULER bekannt.
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Dann gerugt also die Folge %,),,-, der Rekursion

5 .. = 5n + ! 51=1
3n+1—2 n+1 y S1=
und daraus ergibt sich
lim n-5s, =2.

n—oo

Satz 40. Fir die mittlere Anzahl von Spittern in einer Permutation aus S, gilt

Sp o~ —.

n

Da es ho!nungslos wenige Splitter gibt, muss man etwas tun, um sich Splitter zu
verschalen. Es war die geniale Idee VOHOARE, mittels eine einfachen Umordnung
einer zu sortierenden Liste dad/orhandensein eines Splitter in einer bekannten
Position zu garantieren. Dieses leistet der AlgorithmuspLiT, siehe Algorithmus
9, der die Prozedurswap (Algorithmus 8) benutzt. Wichtig hierbei ist: das hier
(zufallig gewahlte) Pivot-Element wird benutzt, um mit n — 1 Vergleichsoperatio-
nen eine (Teil-)Liste A[left..right] so umzuordnen, dass danach das Element in der
Pivotposition pivotpos ein Splitter fur die umgeordnete (Teil-)Liste A'[left..right]
ist.

Algorithm 8 Vertauschen von zwei Listenelementen
procedure SwAP(A :: array(integer),u,v i integer)
local tmp
if not = v then
tmp «— Alu]
Alu] — Alv]
Alv] <« tmp
end if
return (A)
end procedure

Zu beachten ist: je nach Ausgangslistel[left..right] und nach Auswahl des Pi-
votelements ist die lange der in A’[left..right] vor und nach dem Pivot-Element
bebndlichen Teillisten unterschiedlich gross.

Man kann nun ein Sortierverfahren durch rekursive Anwendung der Splitter-ldee
debnieren. Algoriothmus 10 beschreibt rekursiveQUICKSORT fur eine Teilliste
einer Liste, Algorithmus 11 beschreibt schliesslich das komplette Sortierverfah-
ren.
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Algorithm 9  Splitten einer Liste mit randomisiertem Pivotelement
procedure spPLIT(A :: array(integer), left, right, pivotpos . integer)
local i, j,r
r «— rand(left..right)()
SWAP(A, left,r)
1« left
for j = left + 1..right do
if A[j] < A[left] then
1—1+1
SWAP(A,1,j)
end if
end for
SWAP(A, left, i)
pLvotpos «— 1
end procedure

Algorithm 10  Quicksort rekursiv
procedure QKSORT(A :: array(integer), left, right :: integer)
local &
if left < right then
SPLIT(A, left, right, k)
QKSORT(A, left, k — 1)
QKSORT(A, k + 1, right)
end if
end procedure

Algorithm 11  Quicksort
procedure QUICKSORT(A :: array(integer))
QKSORT(A, 1, length(A))
end procedure
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Nun zur Analyse des Laufzeitverhaltens voQuiCcKSORT, gemessen in Vergleichs-
operationen. Wie ervahnt, muss man hier probabilistisch vorgehen undber alle
Eingabelisten und alle naglichen Auswahlen von Pivotelementen mitteln.

b Als Eingabelisten nimmt manublicherweise alle Permutationen aus,, mit
Gleichverteilung, das ist das sogenanntBermutationsmodell.

b pARTITION Wahlt aus der zu sortierenden Liste zadlig und mit Gleichver-
teilung eines der Elemente aus der Liste als Pivotelement aus.

Es bezeichne unter diesen Voraussetzungen

V quicx(n) : die mittlere Anzahl von Vergleichoperationen des Algorith-
MUS QUICKSORT fur Listenlangen

Es ist intuitiv klar (und | asst sich leicht numerisch untermauern), dass unter den
genannten Voraussetzungen folgendes gilt:

Nimmt man eine zugllige Permutation o € S,, und wahlt ein zufalliges
Elementk € {1,2,...,n} als Pivotelement, SO erzeugbARTITION eine
(gleichverteilt) zufallige Permutation o € S;,_; und ein (gleichverteilt)
zufallige Permutation ¢” der (n — k)-elementigen Menge{k + 1,k +
2,...,n}. Symbolisch:

o (o' ko)
Daraus ergibt sich die Rekursionsgleichung:

Satz 41.

unick(n) =(n—-1)+ % : Z {unick(k -1+ vquick(n - k)}
k=1

Man kann das olenbar vereinfachen zu

n—1

_ 2 _ _
unick(n) =(n—-1)+ n ) Z unick(k) (n>2), unick(l) =0
k=0

Fur die weitere Analyse wird jetzt F'(n) an Stelle voanuick(n) geschrieben, al-
o)

n—1
F(n) = n—l+§-ZF(k¢) F(0)=0.
k=0

Es ist natzlich, sich erst einmal anhand numerischer Werte einen Eindruck vom
Verhalten dieser Folge {'(n)),,, zu verschalen.
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F(1) = 0

F2) = 1

F(3) = 8/3=266..
F(4) = 29/6=4.83..
F(5) = 37/5=7.4

F(6) = 10.3

F(7) = 13.48..
F(8) = 16.92..
F(9) = 20.57..

F(10) = 30791/1260 = 2443...
F(100) = 647.85..
F(1000) = 109859...

Tatsachlich werden wir zeigen:

Theorem 42. Bezeichnet H, die n-te harmonische Zahl, so gilt fiir die mittlere
Anzahl der Vergleichsoperationen von (QUICKSORT

Vausa(n) = F(n) =2(n+1) H, — 4n.

Damit kann man leicht auch den Funktionsverlauf éir greSeren verfolgen:

F(10Y) = 1557716...
F(10°) = 0.2018..10
F(10°) = 0.2478..10°
F(10") = 0.2939..10
F(10%) = 0.3399..10°
F(10°) = 0.3860..10"
F(10'%) = 0.4320..10"

Beweis. (von Theorem 42)

Zunachst schreibt man die Rekursionsbeziehung

Fn)=n—-1+ ;ZLHX_:F(Z)
=0
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in der Form .
nF(n)=n(n—1)+2) F@i—-1) (n>0)
=1
und zieht diese Gleichung, aber mit. durch n — 1 ersetzt, also
n—1

(n-1DFn—-1)=(n-1)n-2)+2» F@i—-1) (n>0)

=1
von der vorigen Gleichung ab. Man erlt
nkFn)—(n—1)Fn-1)=2(n—-1)+2 F(n—1)
Das ergibt
nFn)—(n+l) F(n—1)=2(n—-1).

Dies ist eine lineare Dilerenzengleichung 1. Ordnung mibolynomialen Koe"zi-
enten. Ersetzt manF(n) durch (n+1) G(n), so gemgt diese neue FunktionG(n)
einer linearen Dilerenzengleichung 1. Ordnung mitonstanten Koe"zienten:

2(n—1)

(n>0), GO)=0

Hier kann man zweimal den OTeleskop-TrickO spielen:

n

> {G() — G(i — 1)}
" 2(i—1)
;i(i+l)

2 i{zfl _%}

=1

G(n)

1
N
(]
—N
~.
N
H

|

< 0N
——
N
(]
SO

= 2{ 2 —2}+2Hn
n+1
4n

= — +2 H,
n+1l

und somit

F(n)=(n+1)G(n)=2(n+1) H,—4n~2niInn e #(n-logn) O
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5.4 Eine nichtlineare Rekursion f ur bin are B aume

Nicht alle wichtigen Rekursionen sind linear! Es gibt auch #&lle, die sichprinzipi-
ell nicht mit linearen Rekursionen und deren wohlverstandenemkungsmethoden
behandeln lassen. Ein solcher Fall, deaf die Informatik von zentralem Interesse
ist, namlich bindre Bdume wird in diesem Abschnitt behandelt.

Debnition 15. Die MengeB der Bindrbdume ist durch die rekursive Struktur-
gleichung
B={O}+BxB

debniert, d.h. ein Birarbaum ¢ ist

b entweder der Baum, der nur aus dem Blattgusserer Knoten)] besteht und
keine inneren Knoten hat, alsa = [,

b oder ein Paar(t,, t,) von Binarbaumen, genannter linker {;) und rechter (¢,
Teilbaum von t; kurz ¢t = (t,t,).

Anschaulich stellt man sich(t,, t,) als einen Baum vor, der aus einer Wurzel (inne-
rer Knoten) besteht, an den die beiden Teilaumet, und ¢, (in dieser Reihenfolge)
angehangt sind. Daher gilt:

b Die inneren Knoten vont = (t,,t,) sind die inneren Knoten vont,, die von
t,., sowie die neue Wurzel.

b Die ausseren Knoten (Batter) von t = (t,,t,) sind die ausseren Knoten von
t, und die vont,..

Es ist klar, dass ein Bimrbaum mit n inneren Knoten genaun +1 aussere Knoten
hat.

Debnition 16. Fur n > 0 wird mit B, die Menge der Bimrbaume mit n inne-
ren Knoten notiert. Ihre Kardinalitat b, = B, ist die n-te CATALAN-Zahl (auch
EULER-SEGNER-Zahl).

Die Folge
(bn)n>0=(1,1,2,5,14,42 132 .. )

der CaTtaLaN-Zahl wachst sehr rasch! Die Anzahlemn,, lassen sich rekursiv be-
rechnen, indem man die Strukturgleichung in eine Anzahlgleichungpersetzt. Es
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Abbildung 18: Beispiel &r einen Binarbaum mit 8 inneren und 9ausseren Knoten

gilt
B, = {00}
Bup1= By x Byt By xBy1+ Byx Byo+ -+ B, xBy= Y BixB
i+j=n
und dasubertragt sich zu

Satz 43. Die Folge (b,),,>, der CATALAN-Zahlen geniigt der Rekursion
bg = 1,
buit = bo b+ bi-bupr ¥ -+ by b= Y by

i+j=n

Das ist eine quadratische Rekursion und sie ist, im Gegensatz zu den bisher be-
handelten C-Rekursionen eingull-history-Rekursion, d.h. in die Berechnung von
b1 gehen alle Vorgngerwerteb,, by, ..., b, mit ein. Das alleine besagt aber noch
nicht, dass diese Folgevicht C-rekursiv ist! Tatsachlich werden wir sehen, dass es
prinzipiell keine C-Rekursion &r diese Folge geben kann. Tagghlich gib es eine
sehr einfache Rekursion, aber nicht mitonstanten Koeffizienten, wie bisher.

Satz 44. Die Folge (b,),, der CATALAN-Zahlen geniigt der Rekursion
(n+1) -b,=2(2n—1)-b,_1, by=1.

Dies ist eine Rekursion mitpolynomiellen Koeffizienten, kurz eine P-Rekursion.
Sie war ubrigens schonEULER bekannt, auch wenn er keinen in unserem Sinne
OrichtigenO Beweis daf angegeben hat.

6Siehe [7] &r die spannende Geschichte dieser Zahlen.
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Man stellt durch eine einfach Induktion fest, dass sich daraus eine CemobO Formel
ergibt:

Satz 45. Fiir die CATALAN-Zahlen (by),,>o gilt:
b = 1 (Zn) _ (2n)

n+l\n/) (+'nal

Aus dieser Formel folgt nasrlich ihrerseits sofort wieder die vorhergehende P-
Rekursion. weiter unten werden zweiallig verschiedene Beweiseif diese explizite
Formel gegeben werden. Zuvor soll aber eine Konsequese das asymptotische
Verhalten gezogen werden. Dazu wird an dieTirRLING-Formel erinnert:

nl ~ <E>n 2mn
e

Damit ergibt sich durch Einsetzen und Vereinfachen ohne viel Zutun:

Satz 46. Fir das asymptotische Verhalten der CATALAN-Zahlen (by),~, gilt
4
Vand

Das beschreibt also ein exponentielles Wachstum mit einem Korrekturtergir n3

im Nenner. Ein solches Verhalten ist bei C-rekursiven Folgen aber usglich! Al-

so ergibt sich aus der Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Beweis der
obigen Behauptung:

by, ~

Satz 47. Die Folge der CATALAN-Zahlen (b)), ist nicht C-rekursiv.

Nun zu den beiden angedndigten Beweisen ér die CaTALAN-Formel aus Satz
45. Der erste Beweis ist knapp und elegant. Er benutzt Potenzreihen und die
Lesung einer quadratischen Gleichung. Der zweite Beweis beschreibt (per linearer
Codierung) binare Baume als Warter einer formalen Sprache. Diese Sprache ist
kontextfrei, aber nicht reguldr, was der tiefere Grund dadr ist, dass das asympto-
tische Verhalten anders ist, als man es von reguken Sprache und den mit ihnen
verbundenen C-Rekursionen gewohnt ist.

5.4.1 Erster Beweis f uwr die Catalan-Formel

Betrachte wir fur die Folge derCataraNn-Zahlen (,),., die Potenzreihe

b(z) = Z b, 2",

n>0

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.4 Eine nichtlineare Rekursiondr binare Baume 168

dann lasst sich die Rekursion von Satz 43 kurz und elegant zusammenfassen in der
Funktionalgleichung
b(z) =1+ z-b(2)2

Da dies eine harmlose quadratische Gleichung ist und man kann sie expliagén:

b(z) = 1-vi-4- V212_42

Wenn man jetzt die Wurzelfunktion mit Hilfe der allgemeinen Binomialreihe von
NEWTON Iin eine Potenzreihe entwickelt, erblt man die gesuchte Aussage. Erst

einmal ist
vici= 3 (VP

n
n>0

Nun muss man sich den Binomialkoe"zienten eher anschauen:

(1/2> _ (1/2)(1/2-1)(1/2-2)- (1/2-n+1)

n n!
_ OED(3) (20 +3)
27 - nl
_ . 1.1.3...(2n—3)
=(—1)"L. o n!”

1-1-2-3-(2n - 3)(2n — 2)
2n-nl-(n—1). 201

1 (2n — 2)!

22n-1 " pl.(n — 1)

1 1 /2n-2
=(=-1)"1! C—
(=1) 22n=1 p (n—l)

und dies gilt far n > 0. Far n = 0 ist (*/*) = 1. Damit hat man

Vidz=1+ Y (122)(—42)71:1 2 <2:_‘12) o
n>0 n>0

= (-1

= (-1

und das liefert, wie erwartet,

b(Z) = an M= l_— -4z = Z 1 <27’L> 2",

2z n+l\n
n>0 n>0

woraus sich

ergibt.
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5.4.2 Zweiter Beweis f dr die Catalan-Formel

Der Umgang mit Binarbaumen wird erleichtert, wenn man sie sich in linearer Co-
dierung vornimmt. Das Alphabet, uber dem codiert wird, istB = {0, 1}.

Debnition 17. Die lineare Codierung von Binarbaumen ist die durch

0 — 1
code :
(te, t,) +— 0-code(t,) - code(t,)

debnierte (injektive) Abbildung von B in B*.

Das entspricht der preorder-Traversierung von Birarbaumen, aliaspolnische No-
tation. Innere Knoten werden durch O0O codiedpssere durch O10. Am Beispiel
des Binarbaumes aus Abbildung 18 demonstriert:

code(t,))=0001111

code(t,) =001011011

code(t) = 0 code(t,) code(t,)
=000011110010110112

Debnition 18. Die formale Sprache
L = code(B) = {code(t); t € B}

der Codierungen von Bimrbaumen wird alsLUkASIEWICZ-Spraché. bezeichnet.

Streicht man in allen Wartern von L die obligatorische letzte 1, so et man die
Dyck-Spraché D:
D={weB";w-1€L}.

Die Dyck-Sprache ist nichts anderes als die Sprache der Owohlgeformten Klamme-
rungenO, wobei O00 alsmende und 010 als schlie§ende Klammer zu interpretieren
Ist.

Satz 48. L und D sind kontextfreie Sprachen, aber sie sind nicht requldir.

Beweis. Kontextfreie Grammatiken fur beide Sprachen kann man leicht angeben:

"Jan Lukasiewicz (1878-1956), polnischer Philosoph, Logiker und Mathematiker
8Walther voN Dyck (1856D1934), Mathematiker in Minchen, Schuler von Felix KLEIN, Mit-
begminder des Deutschen Museums.
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e fur die LukasiEwicz-Sprachel:

B—1| 0BB

e fur die Dyck-SpracheD:

S—ec | 0S1S

Dass diese Sprachen nicht regad sind, kann man mit Hilfe des Pumplemmas
beweisen. Es geht aber auch anders: aus Satz 47 und der hier zur Diskussion
stehenden Tatsache, dass

b, = § (LNB*) = 4 (DNB™)

ist, folgt die Nicht-Regularitat, denn fur regulare Sprachen ist die entsprechende
Anzahlfolge immer C-rekursiv. O

Debnition 19. Fur ein Werter w € B* mit |w|y bzw. |w|, die Anzahl der Vor-
kommen von 0 bzw. 1 inw notiert, sowie mit 6(w) = |w|o — |w|; der Oberschuss
der Nullen uber die Einsen.

Mit Hilfe der OHehenfunktionO¢é kann man eine Charakterisierung der beiden
Sprachen angeben:

Satz 49. Fir w € B* gilt

o(w) = —1 und
w=u-v,v¥ e = 0(u) >0

weD o {5(w)=0 und

wGL(z){

w=u-v = 0o(u) >0

Anschaulich kommt diese Eigenschaft zum Ausdruck, wenn man die Automaten
betrachtet, die diese Sprachen akzeptieren. Dabei wird jedem numerischen Wert
0 > —1 bzw.§ > 0 ein Zustand zugeordnet, mit dem debberschuss an Nullen in
Anfangsstacken von Wartern gemessen wird:

Diese Automaten sind natrlich keine endlichen Automaten mehr, da dié-Werte
beliebig gro§ werden &nnen. Natrlich identibziert man diese Automaten sofort
als Kellerautomaten.
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0 0 0 /’_b
ol oy
1 1 1

Abbildung 19: Kellerautomat fur die LukasiEwicz-Sprache

l 0 0 0 0 0 P
1 1 1 1 1
Abbildung 20: Kellerautomat fur die Dyck-Sprache

Pfade in diesen Automatengraphen lassen sich in der Ebene veranschaulichen,
indem man im Einheitsgitter am Nullpunkt startet und fur jede gelesene O00 eine
Schritt in NE-Richtung und fur jede gelesene O10 einen Schritt in SE-Richtung
macht B veranschaulicht am obigen Beispiel aus Abbildung 18 in der Abbildung

21.

o000 111 10010110 11
Abbildung 21: Pfad zur Codierung des Biarbaums aus Abbildung 18

Die Waerter der SprachelL entsprechen genau denjenigen Pfaden, die immer im
nichtnegativen Hahenbereich verlaufen und erst im allerletzten Schritt das Niveau
-1 erreichen.

Die Warter der SpracheD entsprechen genau denjenigen Pfaden, die immer im
nichtnegativen Hahenbereich verlaufen und auf dem Niveau 0 enden.

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.4 Eine nichtlineare Rekursiondr binare Baume 172

Dle Sprachel hat eine interessante, al€ykellemma bezeichnete Eigenschatft:

Lemma 50. Ist w € B* und gilt §(w) = —1, so gibt es genau eine Faktorisierung
w=u-vmitv-u€ L.

Das hat eine interessante Konsequenz: B¥"*! gibt es genau(*"*") Werter w mit

der Eigenschafty(w) = —1. Unter den 2, +1 W ertern, die man aus einem solchen
w durch zyklische Permutation gewinnt, d.h. indem manv = « - v faktorisiert und
darauswv - u bildet, gehart genau eineszur SprachelL, daher ist

b = 8B = § (LB = L (2n+1): 1 (m)

2n+1 n n+l\n

Damit ist die angekandigte Anzahlformel bewiesen.

Bemerkung 16. Man bezeichnet zwei Vérter w,w’ € %" als konjugiert, wenn sie
durch zyklische Permutation ihrer Buchstaben auseinander hervorgehen, d.h. es
gibt u,v € % mit w = »-v und w’ = v - u. Die Konjugiertheit ist eine Aquiva-
lenzrelation auf %, und da konjugierte Warter immer die gleiche lange haben,
auch eineAquivalenzrelation auf jedem %. Genauer noch: ist % =B = {0, 1} und
bezeichnet man mit

By = {weB"; |w = k}={weB"; §(w) = n— 2k}

die Menge der Bitvektoren der langen und mit HAMMING-Gewicht k, so ist die
Konjugiertheit auch eine Aquivalenzrelation auf B}: zyklisches Permutieren der
Buchstabenandert ja die Anzahl der 1en nicht. Was das Zykellemma also besagt,
ist dies:

B2vi! zerfallt in (") /(2n + 1) Aquivalenzklassen beaglich zykli-

n+1
schem Shift (= Konjugation) und jede dieser Klassen endit (2n + 1)

Elemente, von denen genau eingsl & geart.

5.4.3 Diritter Beweis der Catalan-Formel

e Beweisen wird die Rekursionsformel
(n+1) - bp,=(@4n—-2)-b,_1 (n>0)
Daraus folgt per Induktion

b _4n—2b _ M —-21(2n-2\ _ _ 1 [(2n
Tl "' T p+1a\n—1)" T n+1\n

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009




5.4 Eine nichtlineare Rekursiondr binare Baume 173

e Beweis der Rekursionsformel durch Konstruktion einer Bijektion zwischen
X, = {(t,a); t € B,,a € E()}
mit X, =(n+1) -¢, und
Y, = {(t,b,r); t € By_1,be E() UI(t),r € {L,R}}

mit £, =22n —1)-¢,_1
¢ Die Bijektion:
b seit € B, und a € E(t)

b seic € I(t) der Vorgangerknoten vona in t,
b der Bruderknoten vona in ¢,
t, der Teilbaum vont mit Wurzel b

b entfernea aust und ersetzec durch ¢:
dies liefertt’ € B,_; und b € I(t) U E(t)

b Bild von (¢, a) unter dieser Abbildung ist (¢, b, ) mit » = L bzw. L = R,
je nachdem, oba linker oder rechter Nachfolger vorc war

b diese Konstruktion ist eindeutig umkehrbar

lllustration der Bijektion

5.4.4 Geordnete B aume

e Geordnete Baume
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P Debnition

T={o} xT" = [H{o} xT"= {(o,ts,ts,... . 1x);k > 0,t; € T}

k>0

b KlassibPkation nach Gesse (Knotenzahl):
7, = geordnete Baume mit n + 1 Knoten

e Klammersprache DycK)

P Debnition

D C {a,b}" erzeugt durch cfgD — A|a-D-b-D

b Klassibkation nach Wortange

D, ={weD;|wl=|w,+ |wp=2n}

b Charakterisierung

Vw € {a,b}* : weD <& fwla = Jely
w=u-v = |ulg > ul,

b Eindeutigkeit der Zerlegung
D\{A\}sw=a-u-b-v mit u,v € D

e Primitive Klammersprache

P Debnition
P=a-D-bCD

b Charakterisierung

|wlo = w], >0

Yw € a,7b*w€73<:>
{ } {w: u~’U,U7)\:>|u’a>|u|U

b Generierung derDyck-SpracheD ausP

D= p*= L.H P* (eindeutig)

k>0
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b Alternative Grammatik fur D
D—\P-D
P—a-D-b
e Bijektive Abbildung': D — B mit'( D,)= B, (n>0)
‘(AN=0
(a-u-b-0)= (O, w),'( w))
(mit u,v € D eindeutig)

e Bijektive Abbildung (: D — 7 mit(( D,)= 7, (n > 0)

((A) = (o)
( w@gﬁw= (0, (C ur), (Cu2), .o ((ur))
(mit wy,ws, ..., w, € P eindeutig)

e Folgerung:
4D, = 4T, = tB, = ¢, (n>0)

lllustration der Abbildung ': D — B

>
%

!

0
0
0

b
>|>>
)

a
a

lllustration der Abbildung (: D — 7
Beispiel: die zu dem Wort

w = aabaababbbabaabbaaababbb € Diq
geharenden Baume '( w) € By, und (( w) € Tyo:
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5.5 Bin arb aume und Dynamische Programmierung

Jetzt sei zurachst (4; o) eine Struktur der Signatur (2), d.h. eine MengeA mit
einer zweistelligen Operatioro : A x A — A. Fur Binarbaumet € B, (n > 0)
wird eine mit [t] bezeichnete Abbildung ¢ + 1)-stellige Abbildung [¢] : A" — A
induktiv debniert gemass:

Debpnition 20. b Fur ¢t = O € B, ist dies die identische Abbildung:

[O:A—A:a—a

DFurt:(tg,tr) EBZ' X Bj

[t]: A" — A (ao,. .., aip;) — [td(ao, .- a;) o [t )(aisn, - - ., Gigj)

Das entspricht genau der Verwendung des Banbaumest als Syntaxbaum, bei dem
die inneren Knoten Operatorknoten ér die Verknuapfung o sind, dieausseren Kno-
ten von links nach rechts mit den Operandem =0, aq, ..., a,, beschriftet.

Wenn o irgendeine zweistellige Operation ist, werden verschiedenauBne (gleicher
Knotenzahl) verschiedene Abbildungen debnieren. Das Wesen der Assoziaivit
manifestiert sich in folgender Aussage:
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Theorem 51. Isto: Ax A — A assoziativ, so definieren alle Bindrbiume t € B,
die gleiche (n + 1) -stellige Abbildung t, d.h. [t] = [t'] fir alle t,t' € B,,.

Beweis: Farn > 1 bezeichnet_n> den Binarbaum mit
_)
[tn](ao0, a1, a2, ..., an_1,a,) = (ago(ayo(azo---o(a,—10ay)).

Es gerugt zu zeigen, dassdr alle ¢t € B,, die Gleichheit der Abbildungen {] = [t_n>]
gilt, d.h.

Y(ao, ay, ..., a,) € A" [(ao, an, . . ., an) = [ 6 1(ao, a1, - . . , @)
Fur n = 0 und n = 1 ist natwurlich nichts zu zeigen.

Als Induktionsannahme sei die Behauptung bereits gezeigirfalle Binarbaume
aus B, mit k£ < n. Fur den Induktionsschluss sei nun = (¢,,t.) € B,,,. Dabei sei
t, € B,,. Zwei Falle sind zu unterscheiden:

bm=0,dh. t,=0.
In diesem Fall istt, € B,, und es gilt daher

[tl(ao, a1, ..., ans1) = [O](ao) o [t/](al, oy Opg)

ﬁ
= ag o [t,](a1,as, ..., an11)
= apo(ayo(azo...0a,41))
_ —
- [tn+1](a07 a;,az, . .. 7an+1)

BDm >0, alsot, = (t,t") e B; x B und t, € B mit i+ j+ k+2= n+1.
Dann sei

(ao, a1, ..., an41) = ((30; < @iy Qi 1y - Qi ]y Qi 425 - - - ,@n+1)~

-

vV vV
o B ol

Es gilt somit

[1(ao, ax, . . ., ans1) = ([£]1() o [t"1(B)) o [t 1(7)
= [t'1(a) o ([t"1(B) o [t:1(7)
’ e

= [t')() o [tj45+2](5.7)

= [tna](, B,7)
Man beachte: von der ersten zur zweiten Zeile benutzt man die Assoziatait
von o; von der zweiten zur dritten Zeile die Induktionsannahmed B, .2,
von der dritten zur vierten Zeile eine Induktion innerhalb vonB,,.; wber die

Gresse des linken Teilbaums. Die Induktionsverankerung ist dabei die erste
Fall. O
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Wegen Theorem 51 kann man bei assoziativen Produkten mit mehreren Faktoren
Odie Klammern weglassenO, ohne dass Mehrdeutigkeiten zwiehfen sind. Das

sagt aber nur die halbe Wahrheit: denn selbst wenn allealBme dieselbe Funktion
berechnen, muss dies nicht zu den gleichen Kosten geschehen! Folgendes Beispiel
soll zur Warnung dienen:

Beispiel 9. Multiplikationsketten von Matrizen

Die Multiplikation einer ( a x b)-Matrix mit einer ( bx c)-Matrix OkostetO bei konven-
tioneller Ausfahrung der Multiplikation a-b- ¢ Multiplikationen von Koe"zienten.
Hat man nun ein Produkt

M, - My---M,

von Matrizen zu berechnen, wobel/; eine (@;_; x a;)-Matrix ist, so hat man b,,_,
verschiedene Mglichkeiten, die auszudhren. Die kannen drastisch unterschiedli-
chen Aufwand haben. Ist z.B.

(CLQ, ai, g, . .. ,Cl4) = (13 ) 57 897 37 43)

so hat man #r die funf verschiedenen Mglichkeiten:

(M, - M) - M) - M, : 13-5.89+13-89.-3+13-3-43 = 10933
(M, - (M- Ms))-M, © 5-89.3+13.5.3+13-3.43 = 3207
(M, - My) - (Ms - M,) : 13-5-89+89-3-43+13-89-43 = 67017
M- ((My- M) My : 5-89.-3+5.3.43+13.5-43 = 4775
M, - (My-(Ms-M,)) : 89-3-43+5.89-43+13.5.-43 = 33411

Damit stellt sich die Frage, wie man denn unter deh,,-vielen verschiedenen glich-
keiten zur Auswertung eines Syntaxbaumes mit Operatoren diejenige mit mini-
malem Aufwand Pndet. Das systematische Ausprobieren allerdglichkeiten ver-
bietet sich b siehe die obige Warnung. Allerdings kann man sich mit einer Stan-
dardtechnik des algorithmischen Problenslsens behelfenDynamische Program-
mierung.

Betrachten wir als Menge A die Menge der Paare (,b) von naturlichen (oder
auch positiven reellen) Zahlen, dazu ein ONullelement&xror. Als assoziative Ver-
knapfung wird debniert

(a.b)  (c.d)= (@D fallsb=c
error fallsb# ¢

error * (a,b) = (a,b) *x error = error

€IrYOor * error = error
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Das debniert eine assoziative Operation. Aber nun geht es um die Kostemir idie
Verknaepfung wird eine Kostenfunktioncost dePniert:

cost((a,b),(b,c))= a-b-c
In allen wbrigen (fur uns uninteressanten) Rllen seien die Kosten =x.
Die Kosten cost(t; ao, . . ., a,) fur die Auswertung eines (nichttrivialen) Produkts
(ag, a1) * (a1, as) * (ag,as) * -« *x (an_1,a,) * (A, Api1)
genass einem Biarbaum ¢ € B,, sind natuarlich induktiv debniert:
cost([d; (ag,a1)) =0
cost(ts; ag, - .., ai41)

+cost(ty; s, - - -, Qitjt2)

+ cost((ao, aiv1), (@it1, ai+j+2))1

-~~~

COSt((t[, tr), Qp, a1, . .. ,ai+j+2) = falls ty € Bi, t, € Bj

=0a0-Qj+1-0j4j +2
Fuar ein Produkt aus n Faktoren

(ap, a1) * (ai, a) * (az, ag) * - - * (an_1, a)

seien nun &r Indexpaare ¢,7) mit 1 < i < j < n die Minimalkosten fur die
Berechnung des Teilproduktes

(ai—1,a;) * (ai, @q1) * -+ % (CLj—b aj)
dePniert durch
mincost;; = min {cost(t; a;_1, @i, @it1, ..., a;); t € Bj_;}.

Dann gilt (rekursiv zu lesen!)

. . 0 fallsi = j
mincost; ; = _ -
w MiN;<j; (mincost;; + mincostyiy,; + a;—1 - a;-a;) fallsi <y

Nun ist die rekursive Auswertung dieser Beziehung genauso aufwendig wie das
Erzeugen und Durchprobieren aller Biarbaume! Man gewinnt aber etwas, wenn
man stattdessen die Wertemn, ; = mincost;; in Obottom-upO-Manier berechnet.
Ein pseudocode &nnte etwa folgenderma8en aussehen:
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Algorithm 12  Optimales Produkt mittels dynamischer Programmierung
procedure DYNPROG(a :: array(posinteger))
n < length(a) — 1
for 1<i<ndo
m; < 0
end for
for 2</¢<ndo
for 1<i<n-—/¢+1do
je—i+ (-1
m;; <— O
for : <k <jdo
q— Mix+t Miy1;+ Qi1 ar - a;
if ¢ <m;; then
Mij < g
Sij k
end if
end for
end for
end for
end procedure

An der dreifachen Schachtelung defor-Schleifen erkennt man, dass dieser Algo-
rithmus einen Aufwand vonO(n?) fur Produkte von n Faktoren berstigt.

In einem Dreieckschemadir die m; ; kann man sich das Produzieren der optimalen
Teillesungen veranschaulichenn; ,, enthalt schliesslich die optimalen Kostentr
das gesamte Produkt. Ein analoges Schemar fdie Parameter s, ;, das beimAl-

gorithmus mitgefshrt wird, erlaubt es, den optimalen Berechnungsbaum selbst
abzulesen.

Im obigen Beispiel &r die Multiplikation von 4 Matrizen sieht das Schema der
Kosten optimaler Teillesungenm; ; (1 < ¢ < j < 4) folgendermassen aus:

j=1 2 3 4=
0 5785 1530 3207 1

0 1335 1980 2

0 11481 3

ol 4
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Beispielsweise ist

my9 =13 -5-89 =5785

mes3 =5 -89-3=1335

myz=min{m; o+ ms3+13-89-3,my;+ my3+13-5-3}
= min {9256 1530 = 1530

Bemerkung 17. Die spezielle Kostenfunktion ér das iterierte Multiplizieren von
Matrizen ist natarlich nur ein Fall, wo dieser Ansatz e"zient ist. Allgemein kann
man fur beliebigen Kostenfunktionen mit nichtnegativen Werten genauso vorge-
hen. Ist (A4; o) eine Menge mit assoziativer Operatior und einer Kostenfunktion
cmult : A x A — Ry, so sind die Kostencost(t; ag, a1, . . ., a,) for das Auswerten
von ag o a; o ... o a, Mittels des Syntaxbaumes € B, rekursiv debPniert durch

cost([d;ap) =0
cost(t; ag, - . ., a;)
cost((tr,t); ao, - - -, Qipjs1) = § +cost(ty; Qi - -, Qivjr1) falls t, € B;,t, € B,

+cmult((ag o -+ 0a;),(ait1 00 aiyjr1))

Alle Oberlegungen und der Algorithmus zur Berechnung des optimalen Syntax-
baumesubertragen sich sinngerass auf diese allgemeinere Situation.

Bemerkung 18. Warum funktioniert das? Dynamischen Programmieren funktio-
niert (wie Greedy-Algorithmen), wenn sich optimale lasungen eines Problems aus
optimalen Lesungen von Teilproblemen zusammensetzen lassen. Das ist hier ganz
o'ensichtlich der Fall. Dynamisches Programmieren vermeidet zudem, dass opti-
male Teillesungen immer wieder berechnet werden. Andere Situationen dieser Art
treten bei der Syntaxanalyse, Rucksackproblemen u.v.a.m. auf.

Interessant ist es na#rlich, von vornherein zu wissen, unter welchen Umahden
eine solche Auswertung eines Produkts auch von den Kosten herabhdngig von

der speziellen Wahl des Syntaxbaumes ist. Dazu seicmult wieder eine Kostenfunk-
tion zweier Elemente, wie oben, unctost die entsprechende Kostenfunktiondr

Baume und die ihnen zugeordenten Funktionen. Dann gilt:

Lemma 52. Notwendig und hinreichend dafir, dass
Vn € NVt t' € B, Y(ao, . ..,a,) € A" : cost(t;ao,...,a,) = cost(t’;ag,...,a,)
gilt, ist die Gliltigkeit diese Aussage firn =2:

VYa,b,c € A cmult(a,boc)+ cmult(b,c) = cmult(aob,c)+ cmult(a,b)
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Der Beweis verauft ganz analog zu dem von Theorem 51 und wird hier nicht
ausgeshrt.

Dle Bedingung &r die Situation n = 2 im Fall von Lemma 52 kann man noch
suggestiver so schreiben:

cmult(a, boc) —cmult(a, b) —cmult(a, c) = cmult(aob, ¢)—cmult(a, c)—cmult(b, c)

und daraus wird ersichtlich, dass dies etwas mibistributivitat von links und von
rechts zu tun hat.

Hier sind zwei wichtige Situationen, in denen dies zutrilt:
1. Die Elementea € A haben eine OGasseQu| und fur die Verknupfung o gilt
BVa,be A:]aob| = |a]+ |b
b Va,b e A: cmult(a,b) = |a|- |b]
Als unmittelbare Konsequenz hat man
cmult(a,boc) = |a|-|boc| = |al-(|b|+ |c|) = |a|lb|+ |a||c| = ... cmult(aocb,c)
und allgemein &r alle t € B,, und (ag, ay, ..., a,) € A"

cost(t;ap, ay,...,a,) = Z lai]|a;l.

0<i<j<n

Das trilt beispielsweise zu &r das sog.logarithmische Kostenmodell beim
Multiplizieren ganzer Zahlen: die OGasseO (auch @hgeO) genannt einer
ganzen Zahl ist die Anzahl der Zi'ern in Basiss-Darstellung, also (in etwa)
la] = [logs a]. Das konventienelle Multiplikationsverfahren bei Multiplikati-
on zweier Zahlena, b liefert a - b mit |a - b] = [loggal] + [logzb] = |a| + |b]
und hat einen Aufwand [log; a] -[ log; b] = |a| - |b].

Ganz entsprechend gilt eine solche Aussag# die konventionelle Multipli-
kation von Polynomen, wobei der Grad eines Polynoms (im wesentlichen)
die OGesseO und die Anzahl der Multiplikationen im Koe"zientenbereich
als Kosten angesetzt wird.

2. Wenn es eine Funktiond : A — R gibt mit
Va,b € A cmult(a,b) = d(aob) — d(a) — d(b)
so ist olensichtlich

cmult(a, boc)+ cmult(b, ¢) = d(aoboc)—d(a)—d(b)—d(c) = cmult(aob,c)+ cmult(a,b)
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und allgemein &r alle ¢ € B, und (ag, a4, . ..,a,) € A"

cost(t; ag,ay,...,a,) = d(agoayo---oay,) — Z d(a;).
0<j<n

Ein wichtiger (obgleich trivialer) Sonderfall ist der desuniformen Kostenma-
8es: allea € A haben die gleiche Gasse und es werden nur Multiplikationen
geahlt: Va € A :d(a) = —1, alsoVa,b : cmult(a,b) = 1.

5.6 Kommentare, Literatur, Ausblicke
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6 Information und Komplexit  at

6.1 Parameter von Bin arbaumen
6.1.1 Struktur und Anzahl

e [(¢) : innere Knoten vont € B (internal)

P O hat keine inneren Knoten

b (O, s, t.) hat als innere Knoten die Wurzel(), die inneren Knoten von

t, und die inneren Knoten vont,

E(t) : aussere Knoten (Batter) von ¢ € B (external)
b [0 hat J als ausseren Knoten

b (O, t.) hat als aussere Knoten dieausseren Knoten
ausseren Knoten vort,

Strukturelle Aussage
80: {[H

Boi1—ByxB,UB xB, 1UByx B, sU---UB,
= > BixB.
0<k<n
e SEGNERS Formel
=1
Cny1 = Co-CptCr-Cpgt Cy-Cpot -+ cp-Cp

CATALANS Formel

1 2
Cp = <n)€#
n+l\n

6.1.2 Einfache Parameter

4qn
7D

e i(t) = Anzahl der inneren (OinternalQ) Knoten vort:

1) = 0 fallst = 0O
T N1+ + i) falls t= (Ot 1)

von, und die

B,, . Menge der Birarbaume mit n inneren undn + 1 ausseren Knoten

><l%
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e ¢(t) = Anzahl der ausseren (Oexternal®) Knoten van

e(t) =

1 fallst = O
e(ty) + e(t,) fallst= (O,tst,)

e s(t) = i(t) + e(t) = Gr esse (OsizeO) van

) = 1 fallst = O
T 1 st + s(t) falls t= (Ot 1)

e A(t) = Hehe (OheightO) vor

h(t) = 0 fallst = O
~ 1+ max{h(t), h(t,)} fallst= (O, ts,t,)

Fur alle binaren Baumet ge?%)n:f(%ggﬁglezgu‘sgggg:e%:l h(t) =4

o e(t) = i()+1, und damit s(t) =2 -i(t)+1=2 -e(t) — 1

Beweis:

o) —i()=1-0=1
e({O, te, tr)) —i({Os e, tr)) = e(te) + e(t,) — (ite) + i(t,) + 1)
e(te) —i(te) + e(t,) —i(t,) — 1
1+1 -1=1

o h(t) <i(t)
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Beweis:

rO)=0= 4(0)

h((O, e, tr)) = 1+ max {h(t,), h(t.)}
< 1+max{i(ty),i(t,)}
< 1+d(te) + i(ty)
= i((O, te, )

e ¢(t) < 2V also loge(t) < h(t)

Beweis:

e(0)=1=2°=2M0)
€(<O, Lo, tr>) = e(tg) + @(tr)
< 2Mt) 4 phltr)
< 2. gmax{h(t),h(t)}

— 21+max{h(t! ),h(tr )}
= 2h(<O7 t@? tr>)
e Furac I(t)UE(t):

h(a,t) = Hehe vona in ¢t = Abstand von a zur Wurzel von ¢

e rekursive Beschreibung:
MO,0)=0

0 a= 0
h(a, (O, te,t.) = < hla,t))+1 a € E(t,) UI(t)
h(a,t,)+1 a€ E(t,)UI(t,)

6.1.3 Wegl ange
e innere Weghnge vont :

wi(t)= Y ha,t)

a€l(t)
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e aussere Weginge vont :

we(t) = > h(a,1)

a€E(t)

e mittlere innere Weghnge vont :
w(t) = wi(t)/i(t)
e mittlere aussere Weginge = mittlere Hehe :
() = we(t) /e(t)

e Allgemein qilt: w.(t) = w;(t) + 2 i(t)

6.2 Bin are Suchb aume

e A totalgeordnete Menge (z.BZ,R,...)
e Furt= (O, tyt,) e Bundv: I(t) — A sei
ve: I(t)) — A ar— v(a)
v I(t,) — A a— v(a)
die Restriktion von v auf den linken bzw. rechten Teilbaum

e Ein Paar (t,v) mit t € B,v: I(t) — A heisst
bindrer Suchbaum wber A, wenn
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b ¢t = O (und somit v = \ = leere Funktion), oder
bt=(O,tst,) und mit v(O) = a
1. ist (¢4, ve) €in binarer Suchbaumuber A_, = {be€ A; b < a}
2. ist (t,,v,) ein binarer Suchbaumaber A., = {b€ A; b > a}
Insbesondere gilt also max; ) v(i) < v(O) = a < MiNcr, ) v(7)
BS(A) : Menge der biraren Suchlaumeuber A
BS.,,(A) : Menge der ¢,v) € BS(A) mit t € B,
Struktur:

BS(A) = |H ({a} x BS(AL,) x BS(A..))

acA

A5-A AnzahkBS,(4) = () ¢,

6.2.1 Suchen in bin aren Suchb aumen

Suche, ob ein gegebenesc A in (t,v) € BS(A) vorkommt:
e fallst= 0 : FAIL
o fallst = (O,t,t,)
b falls v(0) = a: FOUND
b falls v(O)) > a: suchea in (t;, v,)

b falls () < a: suchea in (t,,v,)

Die (mittlere) innere Weglange vont ist ein Ma8 fur den (mittleren) Aufwand
erfolgreicher Suche irt.

Die (mittlere) aussere Weginge vont ist ein Ma§ far den (mittleren) Auf-
wand erfolgloser Suche in.

Fur eine Folgea = ajay...a, € AT sei

a. . die Teilfolge dera; < a4,
a. : die Teilfolge dera; > a4

Fuor die leere Folge\ seibs(A) = (O, \)
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e Fur a € A* wird bs(a) = (t,v) debniert durch

v(QO) = @, bs(ac) = (e, ve), bs(as) = (tr,v)

e Ein sequentieller Algorithmus zur Konstruktion verwendet sukzessives Eujen
bei erfolgloser Suche

Konstruktion des binaren Suchbaumes za = (11,7,9,24,17,4,22 10,5, 31)

e Problem: wie gross ist der Aufwanddr (erfolgreiche) Suche, wenn man aus
Daten sequentiell einen biaren Suchbaum konstruiert hat?

e Wird a € A in den A-Suchbaum ¢, v) (erfolgreich) gesucht, so ist die dhe
h(b,t) des Knotensb € I(t) mit v(b) = a relevant.

e Damit ist klar: es kommt sowohl auf das gesuchte Datum an, als auch auf
den Suchbaum (d.h. die Reihenfolge, in der die Daten zur Konstruktion des
Suchbaumes verwendet wurden).

6.2.2 Suchkomplexit at
e Fur n (verschiedene) Datenc A betrachte allen! Permutationen als gleich-
wahrscheinliche inputs &r die Konstruktion einesbs.

e Man kann annehmen, dassi = {1,2,...,n} und alle ¢ € §,, inputs sind.
Fur o € S, seibs(o) = (t7,v7), alsot € B,.

b Vorsicht: verschiedener € S,, kennen denselben Suchbaum liefern!
b 07 ist durch t° eindeutig bestimmt, also redundant!

e Es wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach jedem der Dateh € {1,2,...,n}
gesucht

e Fur einen festenA-Suchbaum ¢, v) ist die (mittlere) innere Weglange w;(t)
bzw. w(t) = w;(t)/n das Ma§ tir den Suchaufwand.
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Beispiel: die Suchbume zu den Permutationen auss; Es gilt

ay S P e

123 t t 12 t t

) = wi(t?) = wi(?) = wil™) =3, w,(P9) = wi(*) = 2

also
1 3+3+2+2+3+3

6

w3 =

Wl
Ol o

= 3 Ws =
e Gesucht ist

1 1l 1
wy, = EZwi(tU) bzw. w, = EZw(t)Z — Wn

’ G'GSn ’ O'GSn

e Wir werden sehen: diew,, erfullen die Quicksort-Rekursion!

2 n
Wpy1 = E wr+ n, wy=0
n+1
k=0

e Folgerung: der mittlere Suchaufwand bei biaren Suchlaumen im Permuta-
tionsmodell ist

1 2
w, = —w, =2+ =)H, —4 € #(log n)
n n
Zum Beweis:

e Betrachte die Abbildung

S,2>0— (PU,0<,0§(’1) € (2”) X Soy—1 X Speoy

o1—1
Dabei ist (mit o = k):

B P, = {ir iy, ipa} © (Z7) Mit2 < iy <idy < ... < ipg < ndie
Positionen 2< i <n mit 0; < k

Do.=o0404,...00,, €Sk

b O'gk = (O'j1 — k)(O’jQ — k’)...(O’jn! K k’) S Sn—k1 WObeijl < jg < ... <
Jn—kr < n die Positionen 2< j # n mit o; > k sind
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e Diese Abbildung ist bijektiv zwischen den besagten Mengen!

Beispiel tr die Bijektion

8030 (Proc,0S) € (27) X Spyot X Suca

o1—1
mit n =9
e 0=(681379542), alsck= 0, =6
e P,=(34789)¢ (%)
o 0. =(13542)€ S;
¢ 00=(213) € S;

Mit o' = o und ¢’ = 057" gilt

wi(t) = wi(t) + w(t7 )+ i(t) — 1

und daher ist

Wy, = % Z wi(ta)

T 0E€Sh

= %Z Y Y (w)r we ) n-1)

T k=1 PE(Ei.nl) 0'ESk1 1 0" ESh «

35 (7)) X T (we) e en)
T k=1

€Sk 10" ESn «

1 1 1 . .
:ﬁ;(k—l)!(n—k)! >o () w)+ (n =)

S k1
" A#Sark

Mit
1 1 O'" — 1 O'" —_—
(k-1 (n— k) Z wilt”) = (k — 1)! ; wilt”) = Wi
#S k11 o ki 1
" II“#Sn! k
und

#S k11 a""eSn! K
#S 1k

1 1 "y = 1 o'y —
Gonim w2 0T Gy 2 w7 = v
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und

1 1
Dy 2 Dol

" #Snnk

folgt die Behauptung:

6.3

6.4

6.5

6.6

6.6.1
6.6.2
6.6.3

6.6.4

6.7

6.7.1

n n—1
1 2
wn=g§ (wk_1+wn_k+n—1)=5§ wp—1+n—1
k=1 k=0

Mittlere H ehe von Bin arb aumen
Sortierkomplexit at
Entropie

Quellcodierung
Quellen und Codierung
Ungleichung von Kraft
Shannons Theorem

Hu!man-Codierung, Datenkompression

Kanalcodierung

Shannons Theorem
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