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5 Divide-and-Conquer-Rekursionen

5.1 Szenario, statische DC-Rekursionen

Die Technik des algorithmischen Probleml¬osens durch rekursive Zerlegung eines
gegebenen Problems in kleinere Teilprobleme gleichen Typs, bis hin zu direkt
l¬osbaren ÒkleinenÓ F¬allen und anschliessender Synthese der Gesamtl¬osung aus den
Teill¬osungen sollte bekannt sein. Ein Schema f¬ur eine Algorithmus dieser Art sieht
etwa so aus:

Algorithm 3 Divide-and-Conquer
procedure DCSolve(B) ! Solve ProblemB

if size(B) < bound then
return (ESolve(B)) ! Solve directly if B is small

end if
〈B1, B2, . . . , B!〉 ← decompose(B) ! Generate smaller subproblems
for j ← 1, " do

Sj ← DCSolve(Bj) ! Solve subproblems recursively
end for
S ← compose(S1, S2, . . . , S!) ! Synthesize solution
return S

end procedure

Hier geht es um die Beurteilung des Aufwandes eines solchen Verfahrens. O!en-
sichtlich gilt, wenn man Laufzeit misst, arithmetische Operationen z¬ahlt usw.:

costDCSolve(B) =






costESolve(B) falls size(B) < bound

costdecompose(B)

+
∑!

j=1 costDCSolve(Bj)

+ costcompose(B1, B2, . . . , B!)

sonst

Dabei kann die Anzahl und die Gr¬osse der SubproblemeB1, . . . , B! von der Instanz
B anh¬angen, nicht nur von deren Gr¬osse. Sie kann auch noch von anderen Para-
metern abh¬angen, etwa dem Resultat eines Zufallsprozesses, der bei der Zerlegung
mitspielt. Man spricht dann von einerdynamischen Situation.

Einfacher zu handhaben und zu beurteilen sindstatische Situationen, bei denen die
Anzahl der Teilprobleme und deren Gr¬osse nur von der Gr¬osse des Inputproblems
B abh¬angt. Bezeichnet man dann mit

TA(n) := max {costA(B) ; size(B) = n}
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die maximalen Kosten eines rekursiven AlgorithmusA auf Inputs der Gr¬ossen,,
so ergibt sich aus dem Rekursionsschema eine Rekursion

TA(n) =

{
c falls n < bound
∑

1≤j≤! TA(nj) + g(n) sonst

mit einem festen Wert von", wobei in den sog.overhead -Kosten g(n) die Kosten
f¬ur decompose und compose zusammengefasst sind.

Auch hier sind noch verschiedene Situationen m¬oglich, je nachdem, wie sich die
Gr¬ossenn1, . . . , n! der SubproblemeB1, . . . , B! aus der Gr¬ossen des Inputpro-
blems B ergeben. Nat¬urlich sollte jeweils nj < n gelten. Zwei F¬alle sind h¬auÞg
anzutre!en:

• Aus B werden " Probleme Bj generiert, deren Gr¬ossenj jeweils in einem
festen Verh¬altnis αj zur Gr¬ossen von B steht, d.h., nj = αj · n mit einem
0 < αj < 1.2

• Aus B werden " Probleme Bj generiert, deren Gr¬ossenj jeweils um einen
bestimmten ganzzahligen Betragrj kleiner ist als n, d.h., nj = n − rj mit
einem 0< rj < n.

Im ersten Fall soll folgende (unwesentliche) Vereinfachung vorgenommen werden:
es wird angenommen, dass alle vorkommenden Problemgr¬ossenn bzw.nj Potenzen
einer festen Basisb sind, also

n = bm und nj = αj n = bm+logb αj ,

wobei 0< sj = − logb αj ≤ m ganzzahlig ist. In der Rekursion

TA(n) =
∑

1≤j≤!

TA(nj) + g(n)

kann man dannTA(n) durch tA(m) ersetzen und die Rekursionsgleichung schreibt
sich nun

tA(m) =
∑

1≤j≤!

tA(m− sj) + g(bm).

Im zweiten Fall gilt mit

TA(n) =
∑

1≤j≤!

TA(n− rj) + g(n)

2Damit die Gr ¬osse eine ganze Zahl ist m¬usste man eigentlichnj = &αj · n' oder nj = (αj · n)
setzen.
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eine Rekursion vom gleichen Typ: eine C-Rekursion, die aber nicht homogen ist,
da noch der Einßuss der Overheadkosteng(n) zu ber¬ucksichtigen ist.

Zusammengefasst: Bezeichnetaj die Anzahl der Subprobleme der Gr¬ossenj, so
f¬uhrt der erste Fall auf eine Rekursion vom Typ

tm = a1 tm−1 + a2 tm−2 + · · · + ak tm−k + g(bm)

und der zweite Fall auf eine Rekursion vom Typ

tn = a1 tn−1 + a2 tn−2 + · · · + ak tn−k + g(n).

Dabei sind dieaj ∈ N, es ist
∑

j aj = " und es kann ohne Einschr¬ankung ak += 0
angenommen werden. F¬ur die weitere Analyse ist die Ganzzahligkeit deraj weni-
ger wichtig, die Tatsache der Nichtnegativit¬at aj ≥ 0 dagegen sehr!

Die im Kontext der Divide-and-Conquer-Rekursionen auftretenden Rekursionspo-
lynome bzw. charakteristischen Polynome zeichnen, sich durch die Besonderheit
aus, dass die Koe"zientenai ≥ 0 sind. Das hat interessante Folgen:

Lemma 29. Sei χa(z) = zk − a1zk−1 − a2zk−1 − · · · − ak das charakteristisches
Polynom einer C-Rekursion a = ( a1, a2, . . . , ak) mit aj ≥ 0 (1 ≤ j < k) und
ak > 0. Dabei gelte g := ggT{ j ; aj > 0} = 1 .

Dann hat χa(z) hat genau eine reelle Nullstelle λ1 > 0, diese ist einfach und do-
minierend, d.h. für alle anderen Nullstellen η von χa(z) gilt |η| < λ1.

F¬ur den Beweis ist es bequemer, an Stelle des charakteristischen Polynomsχa(z)
das Rekursionpolynoma(z) = 1 − a1 z − · · · − ak zk in Augenschein zu nehmen.
Beachte:

χa(λ) = 0 ⇔ a(λ−1) = 0

und auch die Vielfachheiten entsprechen einander.

O!ensichtlich gilt a(0) = 1, lim z→∞ a(z) = −∞ und

(
d

dz
a)(z) = −(a1 + a2 z + · · · + k ak zk−1) < 0 f¬ur alle z > 0.

Somit gibt es genau eine positive Nullstelleξ ∈ R>0 von a(z) und diese ist einfach:
a(ξ) = 0 und ( d

dza)(ξ) < 0.

Indem man das Polynoma(z) durch das Polynoma(ξ · z) ersetzt, kann man o.E.
annehmen, dassξ = 1 ist. Es gilt also

a(1) = 1 − (a1 + a2 + · · · + ak) = 0 , d.h. a1 + a2 + · · · + ak = 1 .
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Es ist nun zu zeigen, dass das Polynoma(z) keine Nullstellen ζ mit |ζ| < 1 hat
und dassζ = 1 die einzige Nullstelle auf dem komplexen Einheitskreises ist.

Sei nunζ mit |ζ| ≤ 1 eine Nullstelle vona(z). Dann gilt (beachte aj ≥ 0!)

1 = |a(ζ)| =
∣∣a1ζ + a2ζ

2 + · · · + akζ
k
∣∣ = |ζ| ·

∣∣a1 + a2ζ + · · · + akζ
k−1

∣∣

≤ |ζ| ·
(
|a1| + |a2ζ| + · · · + |akζ

k−1|
)
≤ |ζ| · (a1 + a2 + · · · + ak) = |ζ|

Das ist f¬ur |ζ| < 1 ein Widerspruch! F¬ur ζ = 1 folgt zudem aus

a1 + a2 + · · · + ak = 1 und a1ζ + a2ζ
2 + · · · + akζ

k = 1 ,

dass die entsprechenden Summanden gleich sein m¬ussen, d.h.

aj > 0 ⇒ ζj = 1 .

ζ ist also eine Nullstelle f¬ur alle PolynomeXj − 1, f¬ur die aj > 0 ist, also auch f¬ur
Xg − 1, wobeig := ggT{ j ; aj > 0} = 1. Im Fall g = 1 ist also ζ Nullstelle X − 1,
d.h. ζ = 1. !

Bemerkung 12. Tats¬achlich interessiert f¬ur unsere Anwendungen nur der Fall ganz-
zahliger aj ≥ 0. Dann ist λ1 ≤ 1 und der Fall λ1 = 1 kann nur in der Ausnahme-
situation χa(z) = zk − 1 eintreten, die fortan ausgeblendet werden soll.

Im Bezug auf die C-Rekursion

xn = a1 xn−1 + a2 xn−2 + · · · + ak xn−k (n ≥ k)

ist alsoλ1 einedominierende Nullstelle! Das bedeutet, dass sich Folgen (xn)n≥0, die
dieser (homogenen!) Rekursion gen¬ugen, typischerweise asymptotisch wie

xn ∼ c · λn
1

verhalten. Im Bezug auf die inhomogene Rekursion

xn = a1 xn−1 + a2 xn−2 + · · · + ak xn−k + yn−k (n ≥ k)

gilt, wie im Beispiel in Abschnitt 3.11. ausgef¬uhrt,
∑

n≥0

xn zn =
b(z) c(z) + zkd(z)

a(z) c(z)
,

wenn (yn)n≥0 eine C-rekursive Folge ist:

∑

n≥0

yn zn =
d(z)
c(z)

,

sodass das asymptotische Verhalten vonx = ( xn)n≥0 davon abh¬angt, wie sich die
gr¬osste Nullstelleγ von χc(z) und λ1 zueinander verhalten.
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5.2 Beispiele

5.2.1 Einfache Divide-and-Conquer-Rekursionen, Master-Theorem

Der am h¬auÞgsten auftretende Rekursionstyp ist

f (n) = a · f (n/b) + c · nd

mit positiven Konstanten a, b, c, d, wobei b > 1 ganzzahlig sein soll.

L¬asst man die Rekursion¬uber die Potenzen vonb laufen, setzt alson = bk, g(k) =
f (n), so geht diese Rekursion¬uber in

g(k) = a · g(k − 1) + c · bk d

Schreibt man diese Gleichung noch einmal f¬ur k − 1 an Stelle vonk hin

g(k − 1) = a · g(k − 2) + c · b(k−1) d

und subtrahiert das bd-fache der zweiten Gleichung von der ersten, hat man den
inhomogenen Anteil eliminiert und erh¬alt

g(k) =
(
a + bd

)
· g(k − 1)− a · bd · g(k − 2)

Das charakteristische Polynom ist

χ(z) = z2 −
(
a + bd

)
+ a · bd = ( z − a)(z − bd)

mit den Nullstellen a und bd. Im Fall a = bd liegt eine doppelte Nullstelle vor!

Damit gilt f ¬ur die allgemeine L¬osung

g(k) =

{
α · ak + β ·

(
bd

)k
falls a += bd

α · ak + β · k · ak falls a = bd

Die Konstanten α und β h¬angen von den Anfangsbedingungen ab, die hier nicht
speziÞziert wurden. Im allgemeinen (fallsα, β += 0) gilt also

a = bd ⇒ g(k) ∼ β · k · ak ⇒ f (n) ∈ #( nd · logn)

a < bd ⇒ g(k) ∼ β ·
(
bd

)k ⇒ f (n) ∈ #( nd)

a > bd ⇒ g(k) ∼ α · ak ⇒ f (n) ∈ #( nlogb a)

Aussagen wie diese Þndet man in der Literatur in verschiedenster Spezialisierung
(und meist mit ganz anders gearteten ad-hoc-Beweisen versehen) als ÒMaster-
TheoremÓ. Hier ist eine Version aus dem Buch [8] vonHeun, Theorem 2.17, siehe
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auch die Abschnitte 4.3 und 4.4 in dem Buch [6] vonCormen, Leiserson, Ri-
vest, Stein, die man mit den hier behandelten Techniken ebenfalls leicht bewei-
sen kann:

Sei
f (n) = a · f (n/b) + t(n) mit f (1) = t(1) > 0

mit a > 0, b ≥ 2, so gilt

f (n) ∈






#( t(n)) falls t(n) ∈ $( nlogb(a)+ε) und a · t(n/b) ≤ c · t(n)

#( nlogb a logn) falls t(n) ∈ #( nlogb a)

#( nlogb a) falls t(n) ∈ O(nlogb(a)−ε)

wobei ε > 0 und c < 1 konstant sind. Das deckt schon sehr viele F¬alle ab. Hier
eine Auswahl:

f (n) = f (n/2) + c ⇒ f (n) ∈ #(log n)

f (n) = 2 f (n/2) + c n ⇒ f (n) ∈ #( n logn)

f (n) = 2 f (n/2) + c n2 ⇒ f (n) ∈ #( n2)

f (n) = 4 f (n/2) + c n2 ⇒ f (n) ∈ #( n2 logn)

f (n) = 7 f (n/2) + c n2 ⇒ f (n) ∈ #( nlog2 7)

f (n) = 2 f (n/2) + log n ⇒ f (n) ∈ #( n)

f (n) = 3 f (n/2) + n logn ⇒ f (n) ∈ #( nlog2 3)

f (n) = 5 f (n/2) + ( n logn)2 ⇒ f (n) ∈ #( nlog2 5)

Schliesslich soll noch der Rekursionstyp

F (n) = F (α1n) + F (α2n) + · · · + F (αsn) + G(n)

mit G(n) ∈ #( ns logt n) und festen 0< αj < 1 angesprochen werden.

Falls man die Rekursionen¬uber die Potenzen einer festen Basisb laufen l¬asst, hat
man eine Rekursion

F (n) =
k∑

i=1

ai · F (n/bi) + #( ns · logt
b n)

mit a1, a2, . . . , ak ≥ 0, ak > 0 und s, t, b ∈ N, b ≥ 2.

Mit n = bm und fm = F (bm) wird daraus

fm =
k∑

i=1

ai · fm−i + #( bms ·mt)
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Betrachte dies als eine inhomogene (forcierte) lineare Rekursion!

fm =
k∑

i=1

ai · fm−i + c · (bms ·mt)

Die forcierende Folge (ÒoverheadÓ) ist C-rekursiv (siehe Abschnitt 3.10):

∑

m≥0

bmsmtzm =
∑

m≥0

mt(bsz)m =
r(z)

(1− bs · z)t+1

mit einem Polynom r(z) vom Grad ≤ t.

Das charakteristische Polynom

χa(z) = zk − a1z
k−1 − · · · − ak

hat eine dominierende Nullstelleλ.

F¬ur das asymptotische Verhalten der Folge (fm)m≥0 ist also entscheidend, wie
sich die Nullstellen λ der Rekursion undbs der overhead-Rekursion zueinander
verhalten.

λ < bs ⇒ tm ∈ #( bms ·mt) ⇒ f (n) ∈ #( ns · logt
b n)

λ = bs ⇒ tm ∈ #( bms ·mt+1) ⇒ f (n) ∈ #( ns logt+1
b n)

λ > bs ⇒ tm ∈ #( λm) ⇒ f (n) ∈ #( nlogb λ)

Diese Aussage deckt nun auch F¬alle wie

f (n) = 2 f (n/2) + n logn ⇒ f (n) ∈ #( n log2 n)

mit ab (siehe Abschnitt 5.2.6 f¬ur ein Beispiel).

Das entspricht dem ÒMaster-TheoremÓ im Kapitel 1.9 des Buches [14] vonSchöning.

5.2.2 Mergesort

Dieser Algorithmus sollte bekannt sein.

Die Komplexit¬atsanalyse f¬ur diesen Algorithmus ist einfach: bezeichnetVmergesort(n)
die maximale Anzahl von Vergleichsoperationen, die der AlgorithmusMergeSort
auf Listen der L¬angen ben¬otigt, so ergibt sich

Vmergesort(n) = Vmergesort(&n/2') + Vmergesort((n/2)) + O(n).
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Algorithm 4 Merge
procedure Merge(A :: list, B :: list) ! Merge two (sorted) lists

a ← length(A)
b ← length(B)
if a = 0 then

return (B)
end if
if b = 0 then

return (A)
end if
if head(A) ≤ head(B) then ! Compare head elements

return ([head(A),Merge(tail(A), B)])
else

return ([head(B),Merge(A, tail(B))])
end if

end procedure

Algorithm 5 Mergesort
procedure MergeSort(A :: list) ! Sort a list

" ← length(A)
h ← &"/2'
if " < 2 then return (A)
end if
B ← MergeSort(A[1..h]) ! Recursively sort Þrst half ofA
C ← MergeSort(A[h + 1 .."]) ! Recursively sort second half ofA
return (Merge(B, C)) ! Merge results

end procedure
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Der Term O(n) beinhaltet die Anzahl der Vergleichsoperationen f¬ur den Algorith-
mus Merge, ausgef¬uhrt auf zwei Listen der L¬angenk und " mit k + " = n: das
ist klarerweise≤ n.

Falls die Listenl¬angen eine Potenz von 2 ist, wird man auf eine einfache Divide-
and-Conquer-Rekursion

V (n) = 2 V (n/2) + c · n
gef¬uhrt und erh¬alt daraus die bekannte Aussage

Vmergesort(n) ∈ #( n logn).

Man kann sich fragen, ob die Beschr¬ankung auf Listenl¬angenn = 2m bie dieser
Situation (und ¬ahnlichen) nicht verf¬alschend wirkt? Das ist nicht der Fall, aber im
konkreten technischen Nachweis etwas l¬astig. Hier soll exemplarische gezeigt wer-
den, das man die maximale Anzahl der Vergleichsoperrationen f¬ur MergeSort
f¬ur beliebige Listenl¬angeexakt bestimmen kann und ein v¬ollig analoges Ergebnis
wie im Spezialfall erh¬alt.

Betrachten wir also die Rekursion

V (n) = V (&n/2') + V ((n/2)) + n− 1, V (1) = 0

Es wird nun behauptet, dass

V (n) = n · (logn) − 2&log n' + 1 .

gilt. Der Beweis wird durch durch Induktion ¬uber n gef¬uhrt:

Ð F¬ur n = 1 ist alles klar:

0 = 1 · (log 1) − 2&log 1' + 1

Ð F¬ur geradesn = 2m > 1 gilt

V (n) = V (m) + V (m) + 2 m− 1

= 2
(
m · (logm) − 2&log m' + 1

)
+ 2m− 1

= 2m ((logm) + 1) − 2&log m'+1 + 1

= n · (logn) − 2&log n' + 1

Ð F¬ur ungeradesn = 2m + 1 > 1 gilt

V (n) = V (m + 1) + V (m) + 2 m

= ( m + 1) (log(m + 1) ) − 2&log(m+1)' + 1 + m(logm) − 2&log m' + 1 + 2 m

wobei man nun zu unterscheiden hat:
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Ð 2k−1 < m < 2k ⇒ (log(m + 1) ) = k = (logm), (logn) = k + 1

V (n) = ( m + 1) k − 2k + 1 + mk − 2k + 1 + 2 m

= (2 m + 1)( k + 1) − 2k+1 + 1

= n(logn) − 2&log n' + 1

Ð m = 2 k−1 ⇒ (log(m + 1) ) = k = (logm) + 1, (logn) = k + 1

V (n) = ( m + 1) k − 2k + 1 + m(k − 1)− 2k−1 + 1 + 2 m

= (2 m + 1)( k + 1) − 2k+1 + 1

= n(logn) − 2&log n' + 1 !

5.2.3 Rekursive Multiplikation von Zahlen und Polynomen

Die m¬oglichst e"ziente Realisierung von arithmetischen Operationen ist ein Haupt-
thema der Computeralgebra, siehe das Buch [21] f¬ur eine interessante, breite und
fundierte Einf¬uhrung. Selbst so Òallt¬aglicheÓ Aufgaben, wie das Multiplizieren von
Zahlen und Polynomen, und ihre traditionellen algorithmischen L¬osungen, hier als
ÒSchulmethodenÓ bezeichnet, m¬ussen hinterfragt werden, wenn es um das Operie-
ren mit sehr grossen Zahlen bzw. Polynomensehr grossen Grades geht.

Hat man zwei Polynome3 von einem Grad< n

f (X) =
n−1∑

i=0

fi X
i, g(X) =

n−1∑

j=0

gj Xj,

miteinander zu multiplizieren, so besagt die Formel

f (X) · g(X) =
2n−2∑

k=0

(
∑

i+j=k

ai · bj

)
Xk,

dass bei deren direkten¬Ubertragung in einen Algorithmus jeder dern Koe"zi-
enten aj mit jedem der Koe"zienten bj multipliziert werden muss: das sind also
insgesamtn2 Multiplikationen im Bereich der Koe"zienten. Hinzu kommen noch
etwa ebensoviele Additionen. Die ÒSchulmethodeÓ ist also ein Verfahren mit artih-
metischer Komplexit¬at O(n2). Man hat lange geglaubt, dass dies auch die wahre

3Hier werden Polynome behandelt. Die Methoden und Komplexit¬atsaussagen gelten auch f¬ur
das Multiplizieren von ganzen Zahlen, deren¬ubliche Basisdarstellung ja nichts anderes als die
Auswertung eines Polynoms an der Basis ist. Das Ph¬anomen desÜbertrags, das bei Polynomen
nicht auftritt, macht die Sache aber etwas komplizierter.
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untere Schranke f¬ur die Komplexit¬at des Multiplizierens sei Ñ bis ihm Jahr 1962
ein junger russischer Student,A. Karatsuba, ein Sch¬uler des legend¬aren N.
Kolmogorov, herausfand, dass dies nicht richtig ist.

Nach der Idee vonA. Karatsuba (im russischen Original 1962, die Arbeit [10]
ist die ¬Ubersetzung ins Englische) kann die Multiplikation zweier Polynome

f (X) =
2n−1∑

i=0

fi X
i , g(X) =

2n−1∑

j=0

gj Xj

vom Grad degf, degg < 2n wird zur¬uckgef¬uhrt werden auf die drei(statt vier!)
Multiplikationen von Polynomen, deren Grad< n ist:

f (X) = a(X) + Xn b(X)

g(X) = c(X) + xn d(X)

f (X) · g(X) = a(X) · c(X) + Xn (a(X) · d(X) + b(X) · c(X)) + X2n · b(X) · d(X)

= u(X) + xn (w(X) − u(X) − v(X)) + X2nv(X)

wobei

u(X) := a(X) · c(X)

v(X) := b(X) · d(X)

w(X) := ( a(X) + b(X)) · (c(X) + d(X))

F¬ur die rekursive Anwendung dieser Idee im Maple-Programmkaratsuba wird an-
genommen, da§n eine Potenz von 2 ist, d.h. degf, degg < 2m. Der Parameter
m wird im rekursiven Programm mitgef¬uhrt. Startet man mit beliebigen input-
Polynomen, so wird inkara mult das kleinstem bestimmt, soda§ diese Annahmen
zutre!en.

Idee und Programm lassen sich auf die Multiplikation von ganzen Zahlen¬ubertra-
gen, wobei das Ph¬anomen der Ò¬Ubertr¬ageÓ (das es bei Polynomen nicht gibt) die
Sache technisch etwas verkompliziert, ohne dass sich am Grunds¬atzlichen etwas
¬andert.

karatsuba := proc(f,g,X,m)
local a,b,c,d,u,v,w,deg;
if m=0 then RETURN(f*g) fi;
deg := 2^(m-1);
a := sum(’coeff(f,X,i)*X^i’,’i’=0..deg-1);
b := sum(’coeff(f,X,i+deg)*X^i’,’i’=0..deg-1);
c := sum(’coeff(g,X,i)*X^i’,’i’=0..deg-1);

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.2 Beispiele 133

d := sum(’coeff(g,X,i+deg)*X^i’,’i’=0..deg-1);
u := karatsuba(a,c,X,m-1);
v := karatsuba(b,d,X,m-1);
w := karatsuba(a+b,c+d,X,m-1);
RETURN(expand(u+(w-u-v)*X^deg+v*X^(2*deg)));
end;

kara_mult := proc(f,g,var)
local df,dg,bound;
df := degree(f,var);
dg := degree(g,var);
bound := ceil(log[2](max(df,dg)+1));
RETURN(karatsuba(f,g,var,bound));
end;

Komplexit¬atsanalyse (f¬ur n = 2m):

t(n) :=
{

Anzahl der Additionen und Multiplikationen
im Koe"zientenbereich bei input-Grad < n

Dann hat man die Rekursion

t(2n) = 3 · t(n) + #( n) , t(1) = #(1)

und damit
⇒ t(n) ∈ #( nlog2 3)

im Gegensatz zu #(nlog2 4) = #( n2) f¬ur die ÒSchulmethodeÓ.

Weitere Bemerkungen zur Geschichte....
[13]

5.2.4 Rekursive Multiplikation von Matrizen

Die Multiplikation von zwei ( n × n)-Matrizen erfordert, wenn man einfach die
DeÞnition des Matrixproduktes algorithmisiert, einen Aufwand vonn3 Multipli-
kationen von Matrixkoe"zenten und etwa genausoviele Additionen. Als Konse-
quenz kann man die meisten der¬ublichen Matrixoperationen, wie Òinverse Matrix
berechenenÓ, Òlineares Gleichungssystem l¬osenÓ mit einem Aufwand vonO(n3)
arithmetischen Operationen im Koe"zientenring oder -k¬orper l¬osen. Es geht aber
besser! Dies stellte zum ersten MalV. Strassen im Jahr 1969 in der Arbeit [20]
heraus.
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Ausgangspunkt: die Multiplikation von zwei (2× 2)-Matrizen (¬uber irgendeinem
(!) Ring) l ¬a§t sich mit 7 Multiplikationen im Koe"zientenbereich ausf¬uhren Ñ
statt mit 8 Multiplikationen nach der ÒSchulmethodeÓ:

[
a11 a12

a21 a22

]
·
[
b11 b12

b21 b22

]
=

[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]

=
[
d11 d12

d21 d22

]

Man berechnet zun¬achst 7 Produkte

c1 = ( a12 − a22)(b21 + b22)

c2 = ( a11 + a22)(b11 + b22)

c3 = ( a11 − a21)(b11 + b12)

c4 = ( a11 + a12) b22

c5 = a11 (b12 − b22)

c6 = a22 (b21 − b11)

c7 = ( a21 + a22) b11

und danach died11, . . . , d22 durch

d11 = c1 + c2 − c4 + c6 d12 = c4 + c5

d21 = c6 + c7 d22 = c2 − c3 + c5 − c7

Der Witz der (rekursiven) Angelegenheit: die Koe"zientenaij, bi,j, . . . k¬onnen
selbst wieder Matrizen sein, d.h.

Reduktion einer Matrixmultiplikation f ¬ur zwei (2n× 2n)-Matrizen
auf 7 Matrixmultiplikationen von ( n× n)-Matrizen,
dazu 18 Additionen/Subtraktionen von (n× n)-Matrizen

Das nachfolgendeMaple-Program benutzt diese Idee rekursiv und f¬uhrt die Strassen-
Multiplikation f ¬ur zwei (n× n)-Matrizen mit n = 2m aus:

strassen := proc(A::Matrix,B::Matrix,m)
local dim,A11,A12,A21,A22,

B11,B12,B21,B22,
C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7,
D11,D12,D21,D22;

if m=0 then RETURN(A*B) fi;
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dim := 2^(m-1);
A11 := A[1..dim,1..dim];
A12 := A[1..dim,dim+1..2*dim];
A21 := A[dim+1..2*dim,1..dim];
A22 := A[dim+1..2*dim,dim+1..2*dim];
B11 := B[1..dim,1..dim];
B12 := B[1..dim,dim+1..2*dim];
B21 := B[dim+1..2*dim,1..dim];
B22 := B[dim+1..2*dim,dim+1..2*dim];
C1 := strassen( A12-A22, B21+B22 , m-1);
C2 := strassen( A11+A22, B11+B22, m-1);
C3 := strassen( A11-A21, B11+B12, m-1);
C4 := strassen( A11+A12, B22, m-1);
C5 := strassen( A11, B12-B22, m-1);
C6 := strassen( A22, B21-B11, m-1);
C7 := strassen( A21+A22 , B11, m-1);
D11 := C1+C2-C4+C6 ;
D12 := C4+C5 ;
D21 := C6+C7 ;
D22 := C2-C3+C5-C7 ;
RETURN( [[D11,D12],[D21,D22]]);
end;

Komplexit¬atsanalyse (f¬ur n = 2m):

t(n) :=
{

Anzahl der arithmetischen Operationen im Koe"zientenbereich f¬ur
die Multiplikation von zwei (n× n)-Matrizen

Es gilt die Rekursion

t(2n) = 7 · t(n) + 18 · n2 , t(1) = 1

und die L¬osung verh¬alt sich so:

⇒ t(n) ∈ #( nlog2 7)

Beachte: log2 7 = 2.808. . . ! Im Anschluss an die Arbeit vonStrassen haben er
selbst und viele andere Autoren versucht, den Exponenten f¬ur die Komplexit¬at
der Matrixmultiplikation (obere Schranke) soweit wie m¬oglich herunterzudr¬ucken
- siehe dazu Abschnitt 7.8 im Buch [14]. Seit 1982 steht der Rekord beiO(n2.38...),
gehalten vonD. Coppersmith und S. Winograd. Die MonograÞe [3] vonP.
Bürgisser, M. Clausenund M. A. Shokrollahi bearbeitet dieses schwierige
Thema profund.

Siehe auch [2].

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.2 Beispiele 136

5.2.5 Ein SAT-Algorithmus

Das Problem Satisfiability oder kurz Sat ist das NP-vollst¬andige Problem.
Es sind bis heute keine e"zienten Algorithmen bekannt, um die Erf¬ullbarkeit
von aussagenlogischen Formeln (gegeben in Klauselform, konjunktiver Normal-
form) testen. Bein Variablen ben¬otigt das brute-force-Durchprobieren einen Auf-
wand von O(2n). Es geht aber besser. Ein wesentliche Schritt hin zu besseren
Sat-Algorithmen war das in [11] pr¬asentierte Verfahren vonB. Monienund E.
Speckenmeyer.

Es bezeichneB = {0, 1} = {false, true} = {f, t} = {2,⊥} die zweielementige
boolesche Algebra mit den Operationen der Konjunktion (ÒundÓ )∧, Disjunktion
(ÒoderÓ)∨, und Negation (ÒnichtÓ)¬.

Xn = {x1, x2, . . . , xn} sei eine Menge von (booleschen) Variablen. MitXn =
x1, x2, . . . , xn werden die negierten Variablen notiert,Un = Xn ∪Xn ist die Menge
der Literale. Die Negation von negierten Literalen ist mitx = x erkl¬art.

Formeln (in konjunktiver Normalform, CNF) sind folgendermassen deÞniert:

Ð Eine Klausel (¬uber Xn) ist eine Menge von LiteralenC = {u1, u2, . . . , us} ⊆
Un, wobei komplement¬are Paarexi, xi nicht auftreten sollen.
Klauseln verstehen sich alsDisjunktion ihrer Literale, d h. sie sind als

C = u1 ∨ u2 ∨ · · · ∨ us

zu lesen. F¬ur s = 0 wird die leere KlauselC = ∅ mit false identiÞziert (=
neutrales Element bezgl. Disjunktion), oft auch als! notiert.
C(Xn) bezeichnet die Menge der Klauseln¬uber Xn

Ð Eine CNF-Formel (¬uber Xn) ist eine MengeF = {C1, C2, . . . , Ct} von ver-
schiedenen Klauseln¬uber Xn, zu verstehen alsKonjunktion ihrer Klauseln

F = C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Ct

F¬ur t = 0 wird die leere Formel F = ∅ mit true identiÞziert (= neutrales
Element bezgl. Konjunktion).
F(Xn) ist die Menge der Formeln¬uber Xn.

Jedes Elementb = ( b1, b2, . . . , bn) ∈ Bn deÞniert eineBewertung der Variablen
durch

φb : Xn → B : xi :→ bi (1 ≤ i ≤ n)

Daraus ergibt sich eine Bewertung der Klauseln und Formeln, wie¬ublich,
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Ð Fortsetzung vonφb zu einer Bewertung der Literale:

φb : Un → B mittels φb (x) = φb (x) (x ∈ Xn)

Ð Fortsetzung vonφb zu einer Bewertung der Klauseln:

φb : C(Xn) → B : φb (u1 ∨ u2 ∨ · · · ∨ us) = φb (u1) ∨ φb (u2) ∨ · · · ∨ φb (us)

Ð Fortsetzung vonφb zu einer Bewertung der Formeln:

φb : F(Xn) → B : φb (C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Ct) = φb (C1) ∧ φb (C2) ∧ · · · ∧ φb (Ct)

Ð Jede boolesche FormelF ∈ F(Xn) deÞniert somit einen-stellige boolesche
Funktion

〈F 〉 : Bn → B : b :→ φb (F )

Theorem 30. Zu jeder n-stelligen booleschen Funktion f : Bn → B gibt es eine
Formel F ∈ F(Xn) mit 〈F 〉 = f .

Das ProblemSat (Satisfiability)
• Instanzen sind boolesche FormelnF ∈ F(Xn)

(n = Instanzengr¬osse)
• Entscheide, obF erf¬ullbar ist oder nicht,

d.h. ob es einb ∈ Bn gibt mit φb (F ) = 〈F 〉(b) = true oder nicht.
k-Sat ist analog zuSat, aber mit h¬ochstensk Literalen pro Klausel.

Theorem 31. Sat und k-Sat für k ≥ 3 sind NP-vollständige Probleme.
2-Sat ist effizient entscheidbar.

Es gibt also (derzeit) keine e"zienten Algorithmen f¬ur Sat. Das brute-force-
Durchprobieren aller 2n Bewertungen hat hat eine worst-case-Komplexit¬at von
2n. es geht aber (etwas) besser. Dazu betrachten manpartielle Bewertungen, also
Fuktionen, die nur einigen der Variablen einen Wahrheitswert zuordnen.

Eine partielle Bewertungen vonXn ist eine Funktion ψ : Un → B ∪ Un mit

ψ(u) ∈ {u, 0, 1} und ψ(u) = ψ(u) (u ∈ Un).

Ð Fortsetzung zu einer partiellen Bewertung der Klauseln:

ψ : C(Xn) → C(Xn) ∪ {t} :

ψ(u1 ∨ u2 ∨ · · · ∨ us) = ψ(u1) ∨ ψ(u2) ∨ · · · ∨ ψ(us)
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Ð Fortsetzung zu einer partiellen Bewertung der Formeln:

ψ : F(Xn) → F(Xn) :

ψ(C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Ct) = ψ(C1) ∧ ψ(C2) ∧ · · · ∧ ψ(Ct)

Nun kann man zu jeder KlauselC = u1 ∨ u2 ∨ · · · ∨ us ∈ C(Xn) s + 1 partielle
Bewertungen deÞnieren:

ψ0 : u1 :→ 0 u2 :→ 0 · · · · · · us :→ 0

ψ1 : u1 :→ 1

ψ2 : u1 :→ 0 u2 :→ 1
...

...
...

. . .

ψj : u1 :→ 0 u2 :→ 0 uj−1 :→ 0 uj :→ 1
...

...
...

...
. . .

ψs : u1 :→ 0 u2 :→ 0 · · · us−1 :→ 0 us :→ 1

Lemma 32. Für jede Formel F ∈ F(Xn) und jede Klausel C ∈ C(Xn) gilt:

F ist erfüllbar ⇔
{

mindestens eine der s + 1 Formeln
ψj(F ) (0 ≤ j ≤ s) ist erfüllbar

Lemma 33. Für jede Formel F ∈ F(Xn) und jede Klausel C ∈ F gilt:

F ist erfüllbar ⇔
{

mindestens eine der s Klauseln
ψj(F ) (1 ≤ j ≤ s) ist erfüllbar

Bemerkung 13. Wichtig ist: in den Formeln ψj(F ) (1 ≤ j ≤ s) kommen h¬ochstens
noch n− j verschiedene Variable vor! IstF einek-Sat-Formel, so ists ≤ k. es ist
sinnvoll, eine Klausel mit kleinstm¬ofglichens zu w¬ahlen.

Der Algorithmus 6 vonB. Monien und E. Speckenmeyer (1985) ist eine clevere
divide-and-conquer-Methode, umF ∈ F(Xn) auf Erf¬ullbarkeit zu testen:

Zur Aufwandsanalyse: jede FormelF erzeugt einen ÒRekursionsbaumÓ mit der
Wurzel F und den s ≤ k Nachfolgeknoten mit Formelnψ1(F ), . . . , ψs(F ) wobei
ψj(F ) mindestens umj weniger Variable alsF hat. Bezeichne nun

Ð T (F ) die Anzahl der Bl¬atter im Rekursionsbaum mit WurzelF als Mass f¬ur
den Aufwand derdivide-and-conquer-Methode, angewendet auf die Formel
F

Ð T (n) das Maximum vonT (F ) ¬uber alleF ∈ F(Xn).
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Algorithm 6 MS-SAT
procedure Test(F ) ! Test F for SatisÞability

if F = ∅ then ! Trivial case
return (true)

end if
if F = ! then ! Trivial case

return (false)
end if
select shortestC = u1 ∨ u2 ∨ · · · ∨ us ∈ F ! Select clause
for i = 1 ..s do

if Test(ψj(F )) then ! Test subcases recursively
return (true)

end if
end for
return (false)

end procedure

Dann gilt im Fall von k-Sat-Formeln:

T (n) ≤ T (n− 1) + T (n− 2) + · · · + T (n− s)

≤ T (n− 1) + T (n− 2) + · · · + T (n− k)

DeÞniert man die C-rekursive Folge (tk(n))n≥0 mittels

tk(n) = tk(n− 1) + tk(n− 2) + · · · + tk(n− k) (n ≥ k)

und mit Anfangswertentk(0), tk(1), . . . , tk(k−1), f¬ur die T (j) ≤ tk(j) (0 ≤ j < k),
so gilt

T (n) ≤ tk(n) f¬ur alle n ≥ 0.

Ist nun αk die (eindeutige) im Intervall 0 < x < 2 liegende reelle Nullstelle des
Polynoms

zk − zk−1 − zk−2 − · · · − z − 1,

so gilt
tk(n) ∼ αn

k f¬ur n →∞.
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Einige Zahlenwerte:

k = 1 : α1 = 1

k = 2 : α2 = φ =
1 +

√
5

2
= 1 .6181. . .

k = 3 : α3 = 1 .8393. . .

k = 4 : α4 = 1 .9276. . .

k = 5 : α5 = 1 .966. . .

Einie etwas genauere Betrachtung liefert f¬ur k-Sat-Formeln sogar

T (n) ≤ tk−1(n) ∼ αn
k−1 (n →∞)

Satz 34. Der Berechnungsaufwand T (n) der divide-and-conquer-Methode in Anhängig-
keit von der Anzahl der Variablen n, angewendet auf k-Sat-Formeln, verhält sich
wie

T (n) ≤ tk−1(n) ∼ αn
k−1 (n →∞)

F¬ur das NP-vollst¬andige Problem 3-Sat hat man also die Schranke mit dem Gol-
denen Schnittφ:

T (n) ≤ t2(n) ∼ φn = (1 .6181. . .)n (n →∞).

Auch die divide-and-conquer-Methode hat exponentielles Verhalten in der Varia-
blenanzahln, aber der relativeAufwand (gemessen and derbrute-force-Methode)
verringert sich exponentiell!

Einige Werte f¬ur k = 3:
n (φ/2)n

5 0.3465678100. . .
10 0.1201092469. . .
20 0.0144262311. . .
50 0.0000249966. . .
100 0.6248. . . · 10−9

5.2.6 Das Closest-Pair-Problem

Dieser Abschnitt orientiert sich an dem entsprechenden Kapitel aus dem Buch [12]
von Th. Ottmann.

• Die Problemstellung:
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Abbildung 9: Eine Punktwolke in R2

Ð Gegeben:P endliche Menge von Punktenp = ( px, py) ∈ R2

Ð Gesucht:
δ(P ) = min { dist(p, q) ; p, q ∈ P, p += q }

wobei dist(p, q) den euklidischer Abstand vonp, q ∈ R2 bezeichnet.

Allgemeiner defeiniert man f¬ur endlicheP, Q ⊆ R2

δ(P, Q) = min { dist(p, q) ; p ∈ P, q ∈ Q, p += q }

alsoδ(P ) = δ(P, P )

• Algorithmisches Problem

Ð berechneδ(P ) m¬oglichst e"zient
(evtl. auch: bestimme ein Paarp, q ∈ P mit dist(p, q) = δ(P ))

Eine naive L¬osung der Aufgabe geht so:

Ð berechne alle paarweisen Distanzen

{ dist(p, q) ; p, q ∈ P, p += q }

Ð berechne das Minimum dieser Menge

Die Komplexit¬at dieses Verfahrens ist

Ð f¬ur /P = n:
(

n
2

)
Distanzen berechnen:O(n2)

Ð Minimum in O(n2) Zahlen suchen:O(n2) Vergleiche

Ð insgesamt einO(n2)-Verfahren

Man kann aber auch eine Divide-and-Conquer Ansatz verfolgen:
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Ð ZerlegeP in zwei (ungef¬ahr) gleich grosse TeileP!, Pr

Ð berechne (rekursiv)δ(P!), δ(Pr)

Ð berechneδ(P!, Pr)

Ð berechneδ(P ) = min ( δ(P!), δ(Pr), δ(P!, Pr))

Dieser Ansatz f¬uhrt Ñ bei naivem Vorgehen zur Berechnung vonδ(P!, Pr) Ñ auf
eine Rekursion f¬ur den Aufwand t(n) an Operationen (bei/P = n)

t(n) = 2 · t(n/2) + 2 ·
(n

2

)2

+ 1

t(2) = 1

mit einer L¬osungt(n) ∈ O(n2)

Die eben beschriebene Divide-and-Conquer-L¬osung n¬utzt nicht die Tatsache aus,
dass es sich bei den Punkten um Elemente ausR2 handelt!

Ein geometrisches Divide-and-Conquer-Verfahren ber¬ucksichtigt diesen speziellen
Aspekt:

1. ZerlegeP mit Hilfe des Mediansm der x-Koordinaten der p ∈ P in zwei
(ungef¬ahr) gleich grosse Teile

P! = { p ∈ P ; px ≤ m } Pr = { p ∈ P ; m < px }

Median

P! Pr

Abbildung 10: Median-Zerlegung der Punktmenge

Bemerkung: Median-Berechnung f¬ur n Elemente geht inO(n)

2. Berechne (rekursiv)δ(P!), δ(Pr) und d = min( δ(P!), δ(Pr))
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Median

d

dd

P! Pr

P
d
!

P
d
r

Abbildung 11: Rekursive Berechnung vonδ(P )

3. Bestimme

P d
! = { p ∈ P ; m− d ≤ px ≤ m } P d

r = { p ∈ P ; m < px ≤ m + d }

4. Berechneδ(P d
! , P d

r ) und somit

δ(P ) = min( d, δ(P!, Pr)) = min( d, δ(P d
! , P d

r ))

Vorsicht: auch P d
! und P d

r k¬onnen nochO(n) Elemente enthalten!

ABER: zu jedemp ∈ P d
! kann es nur sehr wenigeq ∈ P d

r geben, die ÓnaheÓ (≈ d)
von p liegen:

Median

 d  d

d

p

Pd
rPd

!

Abbildung 12: Situation im zentralen Streifen
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Median

 d  d

d

d

d

P d
r (p)

p

Abbildung 13: Wenige Nachbarn im zentralen Streifen!

Aus der geometrische Situation folgt:

dist(p, q) < d ⇒ py − d < qy < py + d

⇒ q ∈ P d
r ∩ { q ; py − d < qy < py + d) }︸ ︷︷ ︸

P d
r (p)

und damit hat man f¬ur δ(P!, Pr):

δ(P!, Pr) = δ(P d
! , P d

r )

= min
p∈P d

!

δ(p, P d
r ) = min

p∈P d
!

δ(p, P d
r (p))

Aus der Geometrie folgt (grossz¬ugig abgesch¬atzt!)

(∗) /P d
r (p) ≤ 7

d.h. zu jedemp ∈ P d
! gibt es h¬ochstens siebenq ∈ P d

r mit dist(p, q) < d,

Folgerung: Man muss bei geschickter (!!) Organisation der Daten nurO(n) Ope-
rationen durchf¬uhren, um δ(P!, Pr) zu berechnen!

Eine geometrische¬Uberlegung zum Beweis von (∗):

• Wieviele disjunkte, o!ene Kreisscheiben mit RadiusR kann man in einem
(a× b)-Rechteck unterbringen?

Die Anzahl ist k(a, b, R) ≤ a·b
π·R2 .

• Wieviele verschiedene Punkte, die paarweise einen Abstand≥ d haben, kann
man in einem (a× b)-Rechteck unterbringen?
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a

b

R

Abbildung 14: Disjunkte Kreissscheiben in einem Rechteck

a

b d/2

Abbildung 15: Punkte mit Mindestabstand in einem Rechteck

Die Anzahl ist ≤ k(a + d, b + d, d/2) ≤ (a+d)(b+d)
π·(d/2)2

Sind also die Elemente vonP d
! nach y-Koordinaten sortiert

P d
! : p(1) p(2) p(3) . . . p(s)

p(1)
y ≤ p(2)

y ≤ p(3)
y ≤ . . . < p(s)

y

und die Elemente vonP d
r nach y-Koordinaten sortiert

P d
r : q(1) q(2) q(3) . . . q(t)

q(1)
y ≤ q(2)

y ≤ q(3)
y ≤ . . . < q(t)

y

so treten Kandidaten f¬ur dist(p, q) in Bl ¬ocken der L¬ange≤ 7 auf:

P d
! : p(1) p(2) p(3) . . . p . . . p(s)

P d
r : q(1) q(2) q(3) . . . q(i) q(i+1) . . . q(i+j)

︸ ︷︷ ︸
P d

r (p)

. . . q(s)

Der Divide-and-Conquer Closest-Pair-Algorithmus sieht also so aus:
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1. ZerlegeP mit Hilfe des Mediansm der x-Koordinaten der
p ∈ P in zwei (ungef¬ahr) gleich grosse Teile

P! = { p ∈ P ; px ≤ m } Pr = { p ∈ P ; m < px }

2. Berechne (rekursiv)δ(P!), δ(Pr) und d = min( δ(P!), δ(Pr))
3. Bestimme

P d
! = { p ∈ P ; m− d ≤ px ≤ m } P d

r = { p ∈ P ; m < px ≤ m + d }

4. SortiereP d
! und P d

r nach deny-Koordinaten ihrer Elemente
5. Berechneδ(P d

! , P d
r ) mit O(n) Operationen

6. δ(P ) = min( d, δ(P d
! , P d

r ))

Die Komplexit¬at t(n) des cp-Algorithmus ergibt sich nun so:

Ð Medianberechnung und ZerlegungP = P! ? Pr : O(n)

Ð Herausziehen vonP d
! und P d

r : O(n)

Ð Sortieren vonP d
! und P d

r : O(n logn)

Ð Berechnen vonδ(P d
! , P d

r ) : O(n)

Ð Divide-and-Conquer Rekursionsgleichung

t(n) = 2 t(n/2) + O(n logn), t(2) = 1

Ð Verhalten der L¬osung der Rekursionsgleichung

t(n) ∈ O(n log2 n)

Bemerkung: Man kann das Sortieren auf jeder Rekursionsstufe durch einmaliges
Sortieren zu Beginn und geschickte Verwaltung dieser Information ersetzen, da-
durch sogar Gesamtkomplexit¬at t(n) ∈ O(n logn) erreichen

5.2.7 Schnelle Fouriertransformation

Die Schnelle Fouriertransformation (FFT) wir im Rahmen der Algorithmen der
Arithmetik noch genau behandelt. Hier soll nur auf die Divide-and-Conquer-Idee
eingegangen werden.
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Ist a(X) = a0 + a1 X + a2 X2 + · · · + an Xn ein (reelles oder komplexes) Polynom
n-ten Grades und ist ξ eine komplexe Zahl, so nennt man das Berechnen der
Zahl

a(ξ) = a0 + a1 ξ + a2 ξ2 + · · · + an ξn

die Auswertung von a(X) an der Stelle ξ. F¬uhrt man die Berechnung entsprechend
dem sogenannten ÒHornerschemaÓ

a(ξ) = a0 + ( a1 + · · · + ( an−1 + ( an−1 + an ξ) ξ) ξ . . .) ξ

durch, so ben¬otigt man daf¬ur n Multiplikationen und n Additionen von komplexen
Zahlen. Man kann zeigen, dass dies optimal ist! Dies ist einer der seltenen F¬alle,
in dem man die untere Schranke f¬ur die arithmetische Aufgabe exakt kennt.

Wertet man das Polynoma(X) an n + 1 verschiedenen Stellen ξ0, ξ1, . . . , ξn ∈ C
simultan aus, d.h. betrachtet man die Abbildung

a(ξ) = a0 + a1 ξ + a2 ξ2 + · · · + an ξn :−→ 〈a(ξ0), a(ξ1), . . . a(ξn)〉

so kann man das nat¬urlich mit insgesamt n2 Additionen und n2 Multiplikationen
machen, indem man jeden dieser Werte separat berechnet

Diese simultane Auswertung l¬asst sich¬ubersichtlich als lineare Transformation von
Cn+1 darstellen:





1 ξ0 ξ2
0 ξ3

0 . . . ξn
0

1 ξ1 ξ2
1 ξ3

1 . . . ξn
1

1 ξ2 ξ2
2 ξ3

2 . . . ξn
2

...
...

...
...

. . .
...

1 ξn ξ2
n ξ3

n . . . ξn
n









a0

a1

a2

a3
...

an





=





a(ξ0)
a(ξ1)
a(ξ2)

...
a(ξn),





deren Transformationsmatrix

V (ξ0, ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
[

ξj
i

]
0≤i,j≤n

eineVandermonde-Matrix ist mit der

detV (ξ0, ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∏

0≤i<j≤n

(ξj − ξi).

Die Verschiedenheit der Interpolationsstellen garantiert gerade die Invertierbarkeit
der Transformation.
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Wichtig ist, dass man aus diesem Datensatz〈a(ξ0), a(ξ1), . . . a(ξn)〉 das Polynom
a(X) (d.h., die Folge (a0, a1, . . . , an) seiner Koe"zienten) wieder eindeutig zur¬uck-
gewinnen kann: das ist die Aufgabe derInterpolation. Einen klassischer Weg weist
die Interpolationsformel von Lagrange:

a(X) =
∑

0≤i≤n

a(ξi) ·
∏

j )=i(X − ξj)∏
j )=i(ξi − ξj)

,

die quantitativ die Tatsache zum Ausdruck bringt, dass ein Polynom vom Grad
≤ n durch seine Werte ann + 1 Interpolationsstellen eindeutig bestimmt ist.
Dabei ist man (bis auf die Vreschiedenheit) in der Wahl der Interpolationsstellen
ξ0, ξ1, . . . , ξn ∈ C v¬ollig frei.

Die Diskrete Fouriertransformation (DFT) legt, motiviert durch die Absicht, die
klassische kontinuierliche Fouriertransformation diskret zu approximieren, eine
spezielle Wahl der Interpolationsstellen fest:

F¬ur N ≥ 1 hat die GleichungXN = 1 genau N komplexe L¬osungen:

1 = ω0
N , ωN , ω2

N , ω3
N , . . . , ωN−1

N , wobei ωN = e2πi/N = cos
2π

N
+ i · sin

2π

N
.

Diese Menge nennt man die Menge derkomplexen N-ten Einheitswurzeln, kurz
mit RN bezeichnet.

DeÞnition 12. Die (komplexe) Diskrete Fouriertransformation (DFT) der Ord-
nung N ist die lineare Transformation:

DFTN : CN → CN : 〈a0, a1, . . . , aN−1)〉 :→ 〈a(ω0
N ), a(ω1

N ), a(ω2
N ), . . . , a(ωN−1

N )〉,

wobei a(X) = a0 + a1 X + · · · + aN−1 XN−1.

Mit DFTN soll auch die Matrixdarstellung dieser Transformation bezeichnet wer-
den, also (mit ω = ωN ):





1 1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 ω3 . . . ωN−1

1 ω2 ω4 ω6 . . . ω2(N−1)

...
...

...
...

. . .
...

1 ωN−1 ω2(N−1) ω4(N−1) . . . ω(N−1)2





︸ ︷︷ ︸
DFTN = V (ω0, ω1, ω2, . . . , ωN−1)





a0

a1

a2

a3
...

aN−1





=





a(1)
a(ω)
a(ω2)

...
a(ωN−1)





wobei also
DFTN = V (ω0, ω1, ω2, . . . , ωN−1) =

[
ωi·j]

0≤i,j<N
.
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Die Transformationsmatrix hat eine sehr spezielle Struktur.

Lemma 35. Je zwei verschiedene Zeilen der Matrix DFTN = V (ω0, ω1, ω2, . . . , ωN−1)
sind orthogonal.

Zum Beweis betrachte man das (komplexe!!) Skalarprodukt der (j + 1)ten mit der
(k + 1)-ten Zeile:

N−1∑

!=0

ωj!
N · ω−k·!

N =
N−1∑

!=0

ω(j−k)!
N =

{
N falls j = k

0 falls j += k

Der erste Fall (j = k) ist klar wegen ω0
N = 1, der zweite ergibt sich aus der

endlichen geometrische Reihe:

N−1∑

!=0

ω(j−k)!
N =

1− ω(j−k)N
N

1− ωj−k
N

=
1− (ωN

N )j−k

1− ωj−k
N

= 0 !

DeÞnition 13. A = [ ai,j ]1≤i,j≤n sei eine Matrix mit komplexen Koe"zienten.

1. Die Matrix
A† = [ aj,i ]1≤i,j≤n ,

die ausA durch Transposition und komplexe Konjugation hervorgeht, wird
als die zu A adjungierte Matrix bezeichnet.

2. Die Matrix A heisstunitär, wenn ihre adjungierte Matrix auch ihre inverse
Matrix ist, d.h. A† = A−1.

Bemerkung 14. Unitäre Matrizen sind im Bereich der Matrizen mit komplexen
Koe"zienten genau das, wasorthogonale Matrizen im Bereich der Matrizen mit
reellen Koe"zienten sind. Die unit¬aren Matrizen sind genau diejenigen Matrizen,
deren s¬amtliche Eigenwerte auf dem komplexen Einheitskreis liegen. Eine besonde-
re Bedeutung haben uni¬are Matrizen in der Informatik f¬ur dasQuantencomputing :
unit¬are Transfromationen sind genau die Zustandstransformationen, die auf eine
Quantencomputer m¬oglich sind. Von daher ist die folgende Aussage von besonde-
rer Wichtigkeit:

Folgerung 36. Die DFT-Matrizen (Transformationen)

1√
N

·DFTN =
1√
N

· V (ω0, ω1, ω2, . . . , ωN−1)

sind unit¬are Matrizen (Transformationen).
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In der Tat: da DFTN eine symmetrische Matrix ist, gilt

DFT †
N = V (ω−0, ω−1, ω−2, . . . , ω−(N−1)) =

[
ω−i·j]

0≤i,j<N

und Lemma 35 besagt:
DFTN ·DFT †

N = N · IN .

Somit gilt
1√
N

·DFTN ·
(

1√
N

·DFTN

)†

= IN ,

oder anders geschrieben

DFT−1
N =

1
N

·DFT †
N .

Folgerung 37. Die zur Transformation DFTN inverse Transformation DFT−1
N

ist ist (bis auf die Multiplikation mit der Konstanten 1/N und dem Ersetzen von
ωN durch ω−1

N ) wieder eine DFTN .

Beispiele f¬ur DFT-Matrizen

• n = 2

DFT2 =

[
1 1

1 −1

]

• n = 3

DFT3 =




1 1 1
1 ω3 ω2

3

1 ω2
3 ω4

3



 =




1 1 1
1 ω3 ω2

3

1 ω2
3 ω3





mit ω3 = −1+i·
√

3
2 , ω2

3 = −1−i·
√

3
2

• n = 4

DFT4=





1 1 1 1
1 i i2 i3

1 i2 i4 i6

1 i3 i6 i9



=





1 1 1 1
1 i i2 i3

1 i2 i0 i2

1 i3 i2 i1



=





1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i





• n = 5

DFT5 =





1 1 1 1 1
1 ω5 ω2

5 ω3
5 ω4

5

1 ω2
5 ω4

5 ω6
5 ω8

5

1 ω3
5 ω6

5 ω9
5 ω12

5

1 ω4
5 ω8

5 ω12
5 ω16

5




=





1 1 1 1 1
1 ω5 ω2

5 ω3
5 ω4

5

1 ω2
5 ω4

5 ω5 ω3
5

1 ω3
5 ω5 ω4

5 ω2
5

1 ω4
5 ω3

5 ω3
5 ω5




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mit

ω5 =

√
5− 1 + i

√
2
√

5 +
√

5
4

• n = 6

DFT6=





1 1 1 1 1 1
1 ω6 ω2

6 ω3
6 ω4

6 ω5
6

1 ω2
6 ω4

6 ω6
6 ω8

6 ω10
6

1 ω3
6 ω6

6 ω9
6 ω12

6 ω15
6

1 ω4
6 ω8

6 ω12
6 ω16

6 ω20
6

1 ω5
6 ω10

6 ω15
6 ω20

6 ω25
6




=





1 1 1 1 1 1
1 ω6 ω2

6 −1 ω4
6 ω5

6

1 ω2
6 ω4

6 1 ω2
6 ω4

6

1 −1 1 −1 1 −1
1 ω4

6 ω2
6 1 ω4

6 ω2
6

1 ω5
6 ω4

6 1 ω2
6 ω6





mit

ω6 =
1 + i ·

√
3

2
ω2

6 =
−1 + i ·

√
3

2

ω4
6 =

−1− i ·
√

3
2

= −ω6 ω5
6 =

1− i ·
√

3
2

= −ω2
6

• n = 8

DFT8 =





1 1 1 1 1 1 1 1
1 ω8 i ω3

8 −1 ω5
8 −i ω7

8

1 i −1 −i 1 i −1 −i
1 ω3

8 −i ω8 −1 ω7
8 i ω5

8

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 ω5

8 i ω7
8 −1 ω8 −i ω3

8

1 −i −1 i 1 −i −1 i
1 ω7

8 −i ω5
8 −1 ω3

8 i ω8





mit

ω8 =
1 + i√

2
ω3

8 =
−1 + i√

2
= ω8 −

√
2

ω5
8 =

−1− i√
2

= −ω8 ω7
8 =

1− i√
2

= ω8 − i ·
√

2

Die Schnelle Fouriertransformation beruht nun auf der Tatsache (vermutlich zuerst
vonC. F. Gauss 1805 bemerkt, aber erst im Nachlass 1866 ver¬o!entlicht und nicht
beachtet, Òneu erfundenÓ in dem vielzitierten Artikel [5] vonJ. W. Cooley und
J. W. Tukey, siehe auch [4]), dass man bei dieser Wahl der Interpolationsstellen
eine interessante Rekursion einleiten kann:
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Will man ein Polynom a(X) =
∑2N−1

k=0 akXk vom Grad < 2N an den 2N Interpo-
lationsstellenωk

2N (0 ≤ k < 2N ) auswerten, so kann mana(X) zerlegen:

a(X) = a0 + a2X
2 + a4X

4 + · · · + a2N−2X
2N−2

︸ ︷︷ ︸
aeven(X2)

+ X
(
a1 + a3X

2 + a5X
4 + · · · + a2N−1X

2N−2
)

︸ ︷︷ ︸
aodd(X2)

Damit ist aber
a(ωk

2N ) = aeven(ω2k
2N ) + ωk

2N · aodd(ω2k
2N )

Beachtet man nun noch die simple Tatsachen

ω2k
2N = e2π·(2k)/(2N) = e2π·k/N = ωk

N

und
ωN+k

2N = ωN
2N · ωk

2N = ω2 · ωk
2N = −ωk

2N ,

so ergibt sich folgendes

• Rekursives Schema f¬ur die Berechnung vonDFT2N :

Ð berechne
(
aeven(ωk

N )
)
0≤k<N

= ( a′0, a
′
1 . . . , a′N−1) mittels DFTN

Ð berechne
(
aodd(ωk

N )
)
0≤k<N

= ( a′0, a
′
1 . . . , a′N−1) mittels DFTN

Ð berechne f¬ur 0 ≤ k < 2N

a(ωk
2N ) = a′k + ωk

2N · a′′k a(ωN+k
2N ) = a′k − ωk

2N · a′′k

Symbolisch geschrieben:

DFT2N (a) = DFTN (aeven) !"ωk DFTN (aodd)

wobei !"ωk ist die sogenannte Òbutterßy-OperationÓ ist:
(

a(ωk
2N )

a(ωN+k
2N )

)
=

(
1 ωk

1 −ωk

) (
aeven(ωk

N )
aodd(ωk

N )

)
(0 ≤ k < N )

Abbildung 16 ist eine schematische Darstellung des Rekursionsschritts.

Die rekursive Anwendung dieser Idee bezeichnet man alsSchnelle Fouriertransfor-
mation (FFT) - siehe Algorithmus 7.
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DFT(n)DFT(n)

a2n−2 a2n−1a2k a2k+1a0 a1 a2 a3

a[0]
0 a[0]

1 a[0]
k a[0]

n−1 a[1]
n−1a[1]

ka[1]
1a[1]

0

α[1]
0 α[1]

1 ! [1]
k ! [1]

n−1! [0]
n−1α[0]

kα[0]
0 ! [0]

1

α0 α1 αk αn+k α2n−1! n! 1 αn αn+1

!" ! 0 !" ω1 !"! n−1!"
ωk

Abbildung 16: FFT-Rekursionsschritt
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Abbildung 17: FFT-Schaltkreis
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Algorithm 7 Schnelle Fouriertransformation
procedure FFT(A :: list, k :: integer) ! Fast Fourier Transform of order 2k

N ← 2k

if k = 0 then ! base case
return(A)

end if
ωn ← exp(2πi/N )
ω ← 1
aeven ← [A[0], A[2], ..., A[N − 2]]
aodd ← [A[1], A[3], ..., A[N − 1]]
yeven ← FFT (aeven, k − 1) ! recursive call
yodd ← FFT (aodd, k − 1) ! recursive call
for t = 0 ..(N/2)− 1 do ! butterßy operation

y[t] ← yeven[t] + ω · yodd[t]
y[t + ( N/2)] ← yeven[t]− ω · yodd[t]
ω ← ω · ωn

end for
return(y)

end procedure

Abbildung 17 ist eine graÞsche Darstellung der FFT f¬ur N = 8 als Schaltkreis.

Der Aufwand F (N ) zur Berechnung vonDFTN bei rekursiver Verwendung dieser
Idee, gemessen in arithmetischen Operationen mit komplexen Zahlen, gen¬ugt also
einer Rekursionsgleichung

F (2N ) = 2 · F (N ) + O(N )

und das f¬uhrt auf F (N ) ∈ #( N · logN ).

Satz 38. Die (komplexe) Diskrete Fouriertransformation DFTN der Ordnung N
lässt sich mittels FFT mit O(N · logN ) arithmetischen Operationen berechnen.
Die gilt auch für ihre Umkehrung DFT−1

N .

5.2.8 FFT-basierte Multiplikation von Polynomen und Zahlen

Im Abschnitt 5.2.3 wurde das Verfahren vonKaratsuba zur Multiplikation von
Polynomen vorgef¬uhrt, dass in seinem asymptotischen Verhalten deutlich besser
ist als die ÒSchulmethodeÓ. Dieses Verfahren l¬asst sich mit kleinen ModiÞkatio-
nen, aber denselben asymptotischen Aussagen, auf das Multiplizieren von ganzen
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Zahlen¬ubertragen. Eine der wichtigsten Anwendungen der Schnellen Fouriertrans-
formation besteht darin, den Aufwand f¬ur das Multiplizieren von Polynomen noch-
mals drastisch zu beschleunigen. Die gleich Idee l¬asst sich auch auf das Multiplizie-
ren von ganzen Zahlen¬ubertragen, dabei gibt es aber technische Komplikationen,
die nicht ganz so leicht auszur¬aumen sind.

Die grundlegende Tatsache ist wiederum:

• Ein Polynom f (X) =
∑n

i=0 fiX i vom Grad≤ n ist durch seine Auswertungen
an n + 1 ÒInterpolationsstellenÓ eindeutig bestimmt.

Daraus ergibt sich f¬ur die Aufgabe der Polynommultiplikation:

• Hat man zwei Polynomef (X) =
∑n

i=0 fiX i, g(X) =
∑n

j=0 gjXj, beide vom
Grad≤ n zu multiplizieren, so ist das Produkt ein Polynom vom Grad≤ 2n:

h(X) =
2n∑

k=0

(
∑

i+j=k

fi · gj

)
Xk

Das gesuchte Polynomh(X) ist durch seine Werte an≤ 2n + 1 Interpolati-
onsstellenξ0, ξ1, . . . , , ξ2n eindeutig bestimmt und f¬ur diese gilt

h(ξk) = f (ξk) · g(ξk) (0 ≤ k ≤ 2n).

Die f¬uhrt zu folgender Alternative zur ÒSchulmethodeÓ:

• Multiplikation durch Auswertung und Interpolation

Ð W¬ahle 2n + 1 Interpolationspunkte ξ0, ξ1, . . . , , ξ2n und werte die Poly-
nomef (X) und g(X) an diesen Stellen aus:

f (X) :→ 〈f (ξ0), f (ξ1), . . . , f (ξ2n)〉
g(X) :→ 〈g(ξ0), g(ξ1), . . . , g(ξ2n)〉

Ð Multipliziere paarweise die entsprechenden Auswertungen

(f (ξk), g(ξk)) :→ f (ξk) · g(ξk) =: h(ξk) (0 ≤ k ≤ 2n)

Ð Gewinne aus〈h(ξ0), h(ξ1), . . . , h(ξ2n)〉 die Koe"zienten des Polynoms

h(X) =
2n∑

k=0

hkX
k = f (X) · g(X)

mittels Interpolation.
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• Schema der Polynommultiplikation mittels Auswertung und Interpolation

Koe!zientenbereich Wertebereich

Auswertung (f (X), g(X)) −→ (〈f (ξk)〉0≤k≤2n, 〈g(ξk)〉0≤k≤2n)

↓ Faltung ↓ punktweise
Multiplikation

Interpolation h(X) ←− 〈h(ξk)〉0≤k≤2n = 〈f (ξk) · g(ξk)〉0≤k≤2n

Auch wenn dieses Verfahren korrekt ist, so ist doch keineswegs klar, dass es vom
Rechenaufwand her etwas ÒbringtÓ. Tats¬achlich tut es das in dieser Allgemeinheit
noch nicht! Dazu muss man nur eine oberß¬achliche Bilanz ziehen:

• Die direkte Berechnung der 2n + 1 Koe"zienten von h(X) mittels der ¬ubli-
chen ÒFaltungsformelÓ ben¬otigt ( n + 1) 2 Multiplikationen und etwas genau-
soviele Additionen im Koe"zientenbereich.

• F¬ur den alternativen Weg:

Ð Die Auswertung von f (X) und g(X) an 2n + 1 Interpolationsstellen
kosten 2(2n + 1) · n Multiplikationen und genausoviele Additionen im
Koe"zientenbereich.

Ð F¬ur die Berechnung derh(ξk) = f (ξk) · g(ξk) ben¬otigt man 2n + 1
Multiplikationen.

Ð Die Interpolationsaufgabe kann man bei geschickter Divide-and-Conquer-
Aufteilung mit etwa 7(n + 1) 2 Additionen und Multiplikationen l ¬osen

Ð Per saldo hat man also etwa 11n2 arithmetische Operationen zu veran-
schlagen. Das deutlich mehr als bei der ÒSchulmethodeÓ!

Die Sache wird interessant, wenn man nun f¬ur die Auswertung und die Interpo-
lation die Schnelle Fouriertransformation ins Spiel bringt. Dazu sollen nunf (X)
und g(X) Polynome vom Grad< N sein, wobeiN eine Potenz von 2 ist. Dann
ist h(X) = f (X) · g(X) ein Polynom vom Grad < 2N und es man kannh(X)
durch Interpolation an den 2N -ten Einheitswurzeln

(
ωk

2N

)
0≤k<2N

berechnen. Die-
se Transformation ist aber im wesentlichen wieder eine DFT der Ordnung 2N ,
siehe Satz 37, also auch mittels FFT berechenbar! Das Verfahren und seine Ko-
stenbilanz sehen dann so aus:
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• Polynommultiplikation mittels FFT
Ð Die Auswertung von f (X) und g(X) an 2N Interpolationsstellen(

ωk
2N

)
0≤k<2N

mittels FFT kosten 2·#(2 N · log(2N )) = #( N · logN )
arithmetische Operationen

Ð Die Berechnung derh(ωk
2N ) = f (ωk

2N ) · g(ωk
2N ) f¬ur 0 ≤ k < 2N

erfordert 2N Multiplikationen.
Ð Die Interpolationsaufgabe ist eine FFT-R¬ucktransformation der

Ordnung 2N , was noch einmal #(2N · log(2N )) = #( N · logN )
arithmetische Operationen erfordert

Ð Per saldo hat man also ein Verfahren mit einer arithmetische
Komplexit¬at von #( N · logN ), und das ist nicht nur klar besser
als die ÒSchulmethodeÓ, sondern auch noch deutlich besser als das
Verfahren vonKaratsuba.

Satz 39. Das Produkt von zwei (komplexen) Polynomen vom Grad < N lässt sich
mit einem Aufwand von O(N · logN ) an arithmetischen Operationen (mit kom-
plexen Zahlen) berechnen.

Kommentar 15. Die Idee der Multiplikation mittels FFT-Evaluation und FFT-
Interpolation l¬asst sich auch auf das Multiplizieren von ganzen Zahlen¬ubertragen.
Das ist nicht verwunderlich, da ja ganze Zahlen in Basisb-Darstellungen nichts
anderes sind als Auswertungen eines Polynoms an der Stelleb. Die Verh¬altnisse
liegen aber komplizierter: das liegt an dem l¬astigen Problem des¬Ubertrags, aber
auch an der Tatsache, dass man nicht so ohne weiteres die komplexen Einheits-
wurzeln als Auswertungspunkte einsetzen kann. Man kann diese Probleme aber
mit deutlichem Mehraufwand an Theorie, aber nur bescheidenem Mehraufwand
an Rechen-Komplexit¬at l¬osen. Dies f¬uhrte zu folgendem Resultat:

Es gibt einen FFT-basierten Algorithmus zu Multiplikation von N -bit-
Zahlen, der einen asymptotischen Aufwand vonO(N · logN · log logN )
Bit-Operationen hat.

Dieses Ergebnis der beiden deutschen MathematikerA. Schönhage und V.
Strassen aus dem Jahr 1971 war lange Zeit der ÒWeltrekordÓ f¬ur das (asym-
ptotisch) schnellste Multiplikationsverfahren f¬ur ganze Zahlen.

Fehlt noch: Bemerkung zum Resultat von M.Fürer.
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5.3 Dynamisches Divide-and-Conquer: Quicksort

Das 1962 von C.A.R.Hoare ver¬o!entliche Sortierverfahren Quicksort ist eine
der bekanntesten, e"zientesten und sch¬onsten Methoden der Algorithmik ¬uber-
haupt. Der Algorithmus selbst wird als bekannt vorausgesetzt. Hier geht es nur
um die Komplexit¬atsanalyse.

Quicksort ist ebenfalls ein Divide-and-Conquer-Verfahren, aber im Gegensatz
zu allen bisher behandelten Algorithmen werden hier bei einem Rekursionsschritt
aus einem Problem gegebener Gr¬osseN nicht immer Subprobleme fester Gr¬osse
(relativ zu N ) erzeugt, sondern die Gr¬osse der Subprobleme istdatenabhängig (und
meist noch¬uber einen Zufallsgenerator randomisiert). Daher bekommt man bei der
Komplexit¬atsanalyse nicht eine uniformeworst-case-Aussage, sondern man muss
¬uber die m¬oglichen auftretenden F¬alle beim erzeugen der Subprobleme mitteln:
man erh¬alt also eineaverage-case-Aussage.

Tats¬achlich ist das worst-case-Verhalten von Quicksort schlecht: O(n2) Ver-
gleichsoperationen f¬ur das Sortieren von Listen der L¬angen. Im average-case da-
gegen istQuicksort sher gut und erreichtO(n · logn), wie andere ÒoptimaleÓ
Sortierverfahren (wie z.B.Mergesort oder Heapsort).

Das Herzst¬uck von Quicksort ist die ProzedurSplit (oft auch Partition ge-
nannt). Dazu folgende

DeÞnition 14. Es sei a = 〈a1, a2, . . . , an〉 eine Liste von Elementen aus einer
totalgeordneten Menge4 (A,≤). Das Elementak in der Position k ist ein Splitter
f¬ur a, wenn gilt

ai ≤ ak ≤ aj f¬ur alle i < k und alle j > k.

Ist ak ein Splitter f¬ur a, so kann man das Sortieren der Listea durch einen divide-
and-Conquer-Ansatz erledigen, indem man die beiden Teillisten

a! = 〈a1, a2, . . . , ak−1〉 und ar = 〈ak+1, ak+2, . . . , an〉

in-place separat sortiert Ð denn das Elementak steht bez¬uglich des Sortierens
bereits an der richtigen Stelle. Schematisch

sort(a) = 〈sort(a!), ak, sort(ar)〉

Beispiel 8. Ð (3, 1, 2, 4, 7, 5, 6) hat 4 als Splitter

4Es gen¬ugt, sich hierf¬ur ganze Zahlen vorzustellen.
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Ð (5, 1, 2, 4, 7, 3, 6) hat keinen Splitter

Ð (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) hat alle 7 Positionen als Splitter

Um mittels Splittern ein Divide-and-Conquer-Verfahren f¬ur das Sortieren zu eta-
blieren, m¬usste man eine Methode haben. um einen Splitter in einer Liste zu Þnden.
Das Problem ist nur:

• Splitter sind selten! Die ÒmeistenÓ Listen haben¬uberhaupt keinen Splitter.

Man kann das quantiÞzieren. Dazu betrachtet die MengeSn aller n! Permuta-
tionen einer n-elementigen totalgeordneten Menge, z.B. der Zahlen{1, 2, . . . , n}.
O!ensichtlich gilt:

Ð Die Position k ist ein Splitter in (k − 1)! · (n− k)! Permutationen ausSn.

Ð Die Gesamtzahlsn der Splitter in Sn

sn :=
n∑

k=1

(k − 1)! (n− k)! = ( n− 1)! ·
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)−1

Das Problem ist nun: wie geht man mit einer Summe

1(
n
0

) +
1(
n
1

) + · · · 1(
n
n

)

um? Der Schl¬ussel liegt in der Aussage5

1
a + b + 1

(
a + b

a

)−1

=
∫ 1

0

ta (1− t)bdt

die man leicht per Induktion ¬uber a + b beweisen kann. Also ist:

bn :=
n∑

k=0

(
n

k

)−1

= ( n + 1)
∫ 1

0

n∑

k=0

tk(1− t)n−kdt

︸ ︷︷ ︸
an

.

Es ist eine einfache Aufgabe, zu zeigen, dass die Zahlenfolge (an)n≥0 einer einfachen
Rekursion gen¬ugt:

an+1 =
an

2
+

1
n + 2

, a0 = 1 .

Sei nunsn die mittlere Anzahl von Splittern in Sn, d.h.

sn =
sn

n!
=

bn−1

n
= an−1

5Das bezeichnet man alsBeta-Integral. Die Aussage war schonEuler bekannt.
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Dann gen¬ugt also die Folge (sn)n≥0 der Rekursion

sn+1 =
sn

2
+

1
n + 1

, s1 = 1

und daraus ergibt sich
lim

n→∞
n · sn = 2 .

Satz 40. Für die mittlere Anzahl von Spittern in einer Permutation aus Sn gilt

sn ∼
2
n

.

Da es ho!nungslos wenige Splitter gibt, muss man etwas tun, um sich Splitter zu
verscha!en. Es war die geniale Idee vonHoare, mittels eine einfachen Umordnung
einer zu sortierenden Liste dasVorhandensein eines Splitter in einer bekannten
Position zu garantieren. Dieses leistet der Algorithmussplit, siehe Algorithmus
9, der die Prozedurswap (Algorithmus 8) benutzt. Wichtig hierbei ist: das hier
(zuf¬allig gew¬ahlte) Pivot-Element wird benutzt, um mit n− 1 Vergleichsoperatio-
nen eine (Teil-)ListeA[left ..right ] so umzuordnen, dass danach das Element in der
Pivotposition pivotpos ein Splitter f¬ur die umgeordnete (Teil-)ListeA′[left ..right ]
ist.

Algorithm 8 Vertauschen von zwei Listenelementen
procedure swap(A :: array(integer ), u, v :: integer )

local tmp
if not u = v then

tmp ← A[u]
A[u] ← A[v]
A[v] ← tmp

end if
return (A)

end procedure

Zu beachten ist: je nach AusgangslisteA[left ..right ] und nach Auswahl des Pi-
votelements ist die L¬ange der inA′[left ..right ] vor und nach dem Pivot-Element
beÞndlichen Teillisten unterschiedlich gross.

Man kann nun ein Sortierverfahren durch rekursive Anwendung der Splitter-Idee
deÞnieren. Algoriothmus 10 beschreibt rekursivesQuicksort f¬ur eine Teilliste
einer Liste, Algorithmus 11 beschreibt schliesslich das komplette Sortierverfah-
ren.

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 14. Juni 2009



5.3 Dynamisches Divide-and-Conquer:Quicksort 161

Algorithm 9 Splitten einer Liste mit randomisiertem Pivotelement
procedure split(A :: array(integer ), left , right , pivotpos :: integer )

local i, j, r
r ← rand(left ..right)()
Swap(A, left , r)
i ← left
for j = left + 1 ..right do

if A[j] < A[left ] then
i ← i + 1
Swap(A, i, j)

end if
end for
Swap(A, left , i)
pivotpos ← i

end procedure

Algorithm 10 Quicksort rekursiv
procedure qksort(A :: array(integer ), left , right :: integer )

local k
if left < right then

split(A, left , right , k)
qksort(A, left , k − 1)
qksort(A, k + 1 , right)

end if
end procedure

Algorithm 11 Quicksort
procedure Quicksort(A :: array(integer ))

qksort(A, 1, length(A))
end procedure
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Nun zur Analyse des Laufzeitverhaltens vonQuicksort, gemessen in Vergleichs-
operationen. Wie erw¬ahnt, muss man hier probabilistisch vorgehen und¬uber alle
Eingabelisten und alle m¬oglichen Auswahlen von Pivotelementen mitteln.

Ð Als Eingabelisten nimmt man¬ublicherweise alle Permutationen ausSn mit
Gleichverteilung, das ist das sogenanntePermutationsmodell.

Ð partition w¬ahlt aus der zu sortierenden Liste zuf¬allig und mit Gleichver-
teilung eines der Elemente aus der Liste als Pivotelement aus.

Es bezeichne unter diesen Voraussetzungen

V quick(n) : die mittlere Anzahl von Vergleichoperationen des Algorith-
mus quicksort f¬ur Listenl¬angen

Es ist intuitiv klar (und l ¬asst sich leicht numerisch untermauern), dass unter den
genannten Voraussetzungen folgendes gilt:

Nimmt man eine zuf¬allige Permutation σ ∈ Sn und w¬ahlt ein zuf¬alliges
Element k ∈ {1, 2, . . . , n} als Pivotelement, so erzeugtpartition eine
(gleichverteilt) zuf¬allige Permutation σ! ∈ Sk−1 und ein (gleichverteilt)
zuf¬allige Permutation σr der (n − k)-elementigen Menge{k + 1 , k +
2, . . . , n}. Symbolisch:

σ :→ 〈σ!, k, σr〉

Daraus ergibt sich die Rekursionsgleichung:

Satz 41.

V quick(n) = ( n− 1) +
1
n
·

n∑

k=1

{
V quick(k − 1) + V quick(n− k)

}

Man kann das o!enbar vereinfachen zu

V quick(n) = ( n− 1) +
2
n
·

n−1∑

k=0

V quick(k) (n ≥ 2), V quick(1) = 0

F¬ur die weitere Analyse wird jetztF (n) an Stelle vonV quick(n) geschrieben, al-
so

F (n) = n− 1 +
2
n
·

n−1∑

k=0

F (k) F (0) = 0 .

Es ist n¬utzlich, sich erst einmal anhand numerischer Werte einen Eindruck vom
Verhalten dieser Folge (F (n))n≥0 zu verscha!en.
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F (1) = 0

F (2) = 1

F (3) = 8/3 = 2.66...

F (4) = 29/6 = 4.83...

F (5) = 37/5 = 7.4

F (6) = 10.3

F (7) = 13.48...

F (8) = 16.92...

F (9) = 20.57...

F (10) = 30791/1260 = 24.43...

F (100) = 647.85...

F (1000) = 10985.9...

Tats¬achlich werden wir zeigen:

Theorem 42. Bezeichnet Hn die n-te harmonische Zahl, so gilt für die mittlere
Anzahl der Vergleichsoperationen von Quicksort

V quick(n) = F (n) = 2 ( n + 1) Hn − 4n.

Damit kann man leicht auch den Funktionsverlauf f¬ur gr¬o§eren verfolgen:

F (104) = 155771.6...

F (105) = 0 .2018... 107

F (106) = 0 .2478... 108

F (107) = 0 .2939... 109

F (108) = 0 .3399... 1010

F (109) = 0 .3860... 1011

F (1010) = 0 .4320... 1012

Beweis. (von Theorem 42)

Zun¬achst schreibt man die Rekursionsbeziehung

F (n) = n− 1 +
2
n

n−1∑

i=0

F (i)
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in der Form

n F (n) = n(n− 1) + 2
n∑

i=1

F (i− 1) (n > 0)

und zieht diese Gleichung, aber mitn durch n− 1 ersetzt, also

(n− 1)F (n− 1) = ( n− 1)(n− 2) + 2
n−1∑

i=1

F (i− 1) (n > 0)

von der vorigen Gleichung ab. Man erh¬alt

n F (n) − (n− 1)F (n− 1) = 2 (n− 1) + 2 F (n− 1)

Das ergibt
n F (n) − (n + 1) F (n− 1) = 2 (n− 1).

Dies ist eine lineare Di!erenzengleichung 1. Ordnung mitpolynomialen Koe"zi-
enten. Ersetzt manF (n) durch (n + 1) G(n), so gen¬ugt diese neue FunktionG(n)
einer linearen Di!erenzengleichung 1. Ordnung mitkonstanten Koe"zienten:

G(n) −G(n− 1) =
2 (n− 1)
n (n + 1)

(n > 0) , G(0) = 0

Hier kann man zweimal den ÒTeleskop-TrickÓ spielen:

G(n) =
n∑

i=1

{G(i) −G(i− 1)}

=
n∑

i=1

2 (i− 1)
i (i + 1)

= 2
n∑

i=1

{
2

i + 1
− 1

i

}

= 2
n∑

i=1

{
2

i + 1
− 2

i

}
+ 2

n∑

i=1

1
i

= 2
{

2
n + 1

− 2
}

+ 2 Hn

= − 4n

n + 1
+ 2 Hn

und somit

F (n) = ( n + 1) G(n) = 2 ( n + 1) Hn − 4n ∼ 2n ln n ∈ #( n · logn) !
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5.4 Eine nichtlineare Rekursion f ¬ur bin ¬are B ¬aume

Nicht alle wichtigen Rekursionen sind linear! Es gibt auch F¬alle, die sichprinzipi-
ell nicht mit linearen Rekursionen und deren wohlverstandenen L¬osungsmethoden
behandeln lassen. Ein solcher Fall, der f¬ur die Informatik von zentralem Interesse
ist, n¬amlich binäre Bäume wird in diesem Abschnitt behandelt.

DeÞnition 15. Die MengeB der Binärbäume ist durch die rekursive Struktur-
gleichung

B = {!} + B × B

deÞniert, d.h. ein Bin¬arbaum t ist

Ð entweder der Baum, der nur aus dem Blatt (¬ausserer Knoten)! besteht und
keine inneren Knoten hat, alsot = !,

Ð oder ein Paar〈t!, tr〉 von Bin¬arb¬aumen, genannter linker (t!) und rechter (tr)
Teilbaum von t; kurz t = 〈t!, tr〉.

Anschaulich stellt man sich〈t!, tr〉 als einen Baum vor, der aus einer Wurzel (inne-
rer Knoten) besteht, an den die beiden Teilb¬aumet! und tr (in dieser Reihenfolge)
angeh¬angt sind. Daher gilt:

Ð Die inneren Knoten vont = 〈t!, tr〉 sind die inneren Knoten vont!, die von
tr, sowie die neue Wurzel.

Ð Die ¬ausseren Knoten (Bl¬atter) von t = 〈t!, tr〉 sind die ¬ausseren Knoten von
t! und die von tr.

Es ist klar, dass ein Bin¬arbaum mit n inneren Knoten genaun+ 1 ¬aussere Knoten
hat.

DeÞnition 16. F¬ur n ≥ 0 wird mit Bn die Menge der Bin¬arb¬aume mit n inne-
ren Knoten notiert. Ihre Kardinalit ¬at bn = /Bn ist die n-te Catalan-Zahl (auch
Euler-Segner-Zahl).

Die Folge
(bn)n≥0 = (1 , 1, 2, 5, 14, 42, 132, . . .)

der Catalan-Zahl w¬achst sehr rasch! Die Anzahlenbn lassen sich rekursiv be-
rechnen, indem man die Strukturgleichung in eine Anzahlgleichung¬ubersetzt. Es
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tr
t !

t = 〈t ! , tr〉

Abbildung 18: Beispiel f¬ur einen Bin¬arbaum mit 8 inneren und 9¬ausseren Knoten

gilt

B0 = {!}
Bn+1 = B0 × Bn + B1 × Bn−1 + B2 × Bn−2 + · · · + Bn × B0 =

∑

i+j=n

Bi × Bj

und das¬ubertr¬agt sich zu

Satz 43. Die Folge (bn)n≥0 der Catalan-Zahlen genügt der Rekursion

b0 = 1 ,

bn+1 = b0 · bn + b1 · bn+1 + · · · + bn · b0 =
∑

i+j=n

bi · bj.

Das ist eine quadratische Rekursion und sie ist, im Gegensatz zu den bisher be-
handelten C-Rekursionen einefull-history-Rekursion, d.h. in die Berechnung von
bn+1 gehen alle Vorg¬angerwerteb0, b1, . . . , bn mit ein. Das alleine besagt aber noch
nicht, dass diese Folgenicht C-rekursiv ist! Tats¬achlich werden wir sehen, dass es
prinzipiell keine C-Rekursion f¬ur diese Folge geben kann. Tats¬achlich gib es eine
sehr einfache Rekursion, aber nicht mitkonstanten Koeffizienten, wie bisher.

Satz 44. Die Folge (bn)n≥0 der Catalan-Zahlen genügt der Rekursion

(n + 1) · bn = 2(2n− 1) · bn−1, b0 = 1 .

Dies ist eine Rekursion mitpolynomiellen Koeffizienten, kurz eine P-Rekursion.
Sie war ¬ubrigens schonEuler bekannt, auch wenn er keinen in unserem Sinne
ÒrichtigenÓ Beweis daf¬ur angegeben hat.6

6Siehe [7] f¬ur die spannende Geschichte dieser Zahlen.
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Man stellt durch eine einfach Induktion fest, dass sich daraus eine Òsch¬oneÓ Formel
ergibt:

Satz 45. Für die Catalan-Zahlen (bn)n≥0 gilt:

bn =
1

n + 1

(
2n

n

)
=

(2n)!
(n + 1)! n!

.

Aus dieser Formel folgt nat¬urlich ihrerseits sofort wieder die vorhergehende P-
Rekursion. weiter unten werden zwei v¬ollig verschiedene Beweise f¬ur diese explizite
Formel gegeben werden. Zuvor soll aber eine Konsequenz f¬ur das asymptotische
Verhalten gezogen werden. Dazu wird an dieStirling-Formel erinnert:

n! ∼
(n

e

)n√
2πn

Damit ergibt sich durch Einsetzen und Vereinfachen ohne viel Zutun:

Satz 46. Für das asymptotische Verhalten der Catalan-Zahlen (bn)n≥0 gilt

bn ∼
4n

√
π n3

.

Das beschreibt also ein exponentielles Wachstum mit einem Korrekturterm
√

π n3

im Nenner. Ein solches Verhalten ist bei C-rekursiven Folgen aber unm¬oglich! Al-
so ergibt sich aus der Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Beweis der
obigen Behauptung:

Satz 47. Die Folge der Catalan-Zahlen (bn)n≥0 ist nicht C-rekursiv.

Nun zu den beiden angek¬undigten Beweisen f¬ur die Catalan-Formel aus Satz
45. Der erste Beweis ist knapp und elegant. Er benutzt Potenzreihen und die
L¬osung einer quadratischen Gleichung. Der zweite Beweis beschreibt (per linearer
Codierung) bin¬are B¬aume als W¬orter einer formalen Sprache. Diese Sprache ist
kontextfrei, aber nicht regulär, was der tiefere Grund daf¬ur ist, dass das asympto-
tische Verhalten anders ist, als man es von regul¬aren Sprache und den mit ihnen
verbundenen C-Rekursionen gewohnt ist.

5.4.1 Erster Beweis f ¬ur die Catalan-Formel

Betrachte wir f¬ur die Folge derCatalan-Zahlen (bn)n≥0 die Potenzreihe

b(z) =
∑

n≥0

bn zn,
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dann l¬asst sich die Rekursion von Satz 43 kurz und elegant zusammenfassen in der
Funktionalgleichung

b(z) = 1 + z · b(z)2.

Da dies eine harmlose quadratische Gleichung ist und man kann sie explizit l¬osen:

b(z) =
1−

√
1− 4z

2z
.

Wenn man jetzt die Wurzelfunktion mit Hilfe der allgemeinen Binomialreihe von
Newton in eine Potenzreihe entwickelt, erh¬alt man die gesuchte Aussage. Erst
einmal ist

√
1− z =

∑

n≥0

(
1/2
n

)
(−z)n

Nun muss man sich den Binomialkoe"zienten n¬aher anschauen:
(

1/2
n

)
=

(1/2)(1/2− 1)(1/2− 2) · (1/2− n + 1)
n!

=
(1)(−1)(−3) · (−2n + 3)

2n · n!

= (−1)n−1 · 1 · 1 · 3 · · · (2n− 3)
2n · n!

= (−1)n−1 · 1 · 1 · 2 · 3 · (2n− 3)(2n− 2)
2n · n! · (n− 1)! · 2n−1

= (−1)n−1 1
22n−1

· (2n− 2)!
n! · (n− 1)!

= (−1)n−1 1
22n−1

· 1
n
·
(

2n− 2
n− 1

)

und dies gilt f¬ur n > 0. F¬ur n = 0 ist
(
1/2
0

)
= 1. Damit hat man

√
1− 4z = 1 +

∑

n>0

(
1/2
n

)
(−4z)n = 1 −

∑

n>0

2
n
·
(

2n− 2
n− 1

)
zn

und das liefert, wie erwartet,

b(z) =
∑

n≥0

bn zn =
1−

√
1− 4z

2z
=

∑

n≥0

1
n + 1

(
2n

n

)
zn,

woraus sich

bn =
1

n + 1

(
2n

n

)

ergibt.
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5.4.2 Zweiter Beweis f ¬ur die Catalan-Formel

Der Umgang mit Bin¬arb¬aumen wird erleichtert, wenn man sie sich in linearer Co-
dierung vornimmt. Das Alphabet, ¬uber dem codiert wird, istB = {0, 1}.

DeÞnition 17. Die lineareCodierung von Bin¬arb¬aumen ist die durch

code :

{
! :→ 1

〈t!, tr〉 :→ 0 · code(t!) · code(tr)

deÞnierte (injektive) Abbildung vonB in B∗.

Das entspricht derpreorder -Traversierung von Bin¬arb¬aumen, aliaspolnische No-
tation. Innere Knoten werden durch Ò0Ó codiert,¬aussere durch Ò1Ó. Am Beispiel
des Bin¬arbaumes aus Abbildung 18 demonstriert:

code(t!) = 0 0 0 1 1 1 1,

code(tr) = 0 0 1 0 1 1 0 1 1

code(t) = 0 code(t!) code(tr)

= 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

DeÞnition 18. Die formale Sprache

L = code(B) = {code(t) ; t ∈ B}

der Codierungen von Bin¬arb¬aumen wird als!Lukasiewicz-Sprache7. bezeichnet.

Streicht man in allen W¬ortern von L die obligatorische letzte 1, so erh¬alt man die
Dyck-Sprache8 D:

D = {w ∈ B∗ ; w · 1 ∈ L} .

Die Dyck-Sprache ist nichts anderes als die Sprache der Òwohlgeformten Klamme-
rungenÓ, wobei Ò0Ó als¬o!nende und Ò1Ó als schlie§ende Klammer zu interpretieren
ist.

Satz 48. L und D sind kontextfreie Sprachen, aber sie sind nicht regulär.

Beweis. Kontextfreie Grammatiken f¬ur beide Sprachen kann man leicht angeben:

7Jan !Lukasiewicz (1878-1956), polnischer Philosoph, Logiker und Mathematiker
8Walther von Dyck (1856Ð1934), Mathematiker in M¬unchen, Sch¬uler von Felix Klein, Mit-

begr¬under des Deutschen Museums.
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• f¬ur die Lukasiewicz-SpracheL:

B → 1 | 0B B

• f¬ur die Dyck-SpracheD:

S → ε | 0S 1S

Dass diese Sprachen nicht regul¬ar sind, kann man mit Hilfe des Pumplemmas
beweisen. Es geht aber auch anders: aus Satz 47 und der hier zur Diskussion
stehenden Tatsache, dass

bn = /
(
L ∩ B2n+1

)
= /

(
D ∩ B2n

)

ist, folgt die Nicht-Regularit¬at, denn f¬ur regul¬are Sprachen ist die entsprechende
Anzahlfolge immer C-rekursiv. !

DeÞnition 19. F¬ur ein W¬orter w ∈ B∗ mit |w|0 bzw. |w|1 die Anzahl der Vor-
kommen von 0 bzw. 1 inw notiert, sowie mit δ(w) = |w|0 − |w|1 der ¬Uberschuss
der Nullen ¬uber die Einsen.

Mit Hilfe der ÒH¬ohenfunktionÓδ kann man eine Charakterisierung der beiden
Sprachen angeben:

Satz 49. Für w ∈ B∗ gilt

w ∈ L ⇐⇒
{

δ(w) = −1 und

w = u · v, v += ε ⇒ δ(u) ≥ 0

w ∈ D ⇐⇒
{

δ(w) = 0 und

w = u · v ⇒ δ(u) ≥ 0

Anschaulich kommt diese Eigenschaft zum Ausdruck, wenn man die Automaten
betrachtet, die diese Sprachen akzeptieren. Dabei wird jedem numerischen Wert
δ ≥ −1 bzw. δ ≥ 0 ein Zustand zugeordnet, mit dem der¬Uberschuss an Nullen in
Anfangsst¬ucken von W¬ortern gemessen wird:

Diese Automaten sind nat¬urlich keine endlichen Automaten mehr, da dieδ-Werte
beliebig gro§ werden k¬onnen. Nat¬urlich identiÞziert man diese Automaten sofort
als Kellerautomaten.
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0 1 2 3 4 5-1

0 0 0 0 0

11111
1

Abbildung 19: Kellerautomat f¬ur die !Lukasiewicz-Sprache

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0

11111

Abbildung 20: Kellerautomat f¬ur die Dyck-Sprache

Pfade in diesen Automatengraphen lassen sich in der Ebene veranschaulichen,
indem man im Einheitsgitter am Nullpunkt startet und f¬ur jede gelesene Ò0Ó eine
Schritt in NE-Richtung und f ¬ur jede gelesene Ò1Ó einen Schritt in SE-Richtung
macht Ð veranschaulicht am obigen Beispiel aus Abbildung 18 in der Abbildung
21.

0 0 0 0 0 0 00 1 1111111 1

Abbildung 21: Pfad zur Codierung des Bin¬arbaums aus Abbildung 18

Die W¬orter der SpracheL entsprechen genau denjenigen Pfaden, die immer im
nichtnegativen H¬ohenbereich verlaufen und erst im allerletzten Schritt das Niveau
-1 erreichen.

Die W¬orter der SpracheD entsprechen genau denjenigen Pfaden, die immer im
nichtnegativen H¬ohenbereich verlaufen und auf dem Niveau 0 enden.
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DIe SpracheL hat eine interessante, alsZykellemma bezeichnete Eigenschaft:

Lemma 50. Ist w ∈ B∗ und gilt δ(w) = −1, so gibt es genau eine Faktorisierung
w = u · v mit v · u ∈ L.

Das hat eine interessante Konsequenz: inB2n+1 gibt es genau
(
2n+1

n

)
W¬orter w mit

der Eigenschaftδ(w) = −1. Unter den 2n+ 1 W ¬ortern, die man aus einem solchen
w durch zyklische Permutation gewinnt, d.h. indem manw = u · v faktorisiert und
darausv · u bildet, geh¬ort genau eineszur SpracheL, daher ist

bn = /Bn = /
(
L ∩ B2n+1

)
=

1
2n + 1

(
2n + 1

n

)
=

1
n + 1

(
2n

n

)
.

Damit ist die angek¬undigte Anzahlformel bewiesen.

Bemerkung 16. Man bezeichnet zwei W¬orter w, w′ ∈ %∗ als konjugiert, wenn sie
durch zyklische Permutation ihrer Buchstaben auseinander hervorgehen, d.h. es
gibt u, v ∈ %∗ mit w = u · v und w′ = v · u. Die Konjugiertheit ist eine ¬Aquiva-
lenzrelation auf %∗, und da konjugierte W¬orter immer die gleiche L¬ange haben,
auch eine¬Aquivalenzrelation auf jedem %n. Genauer noch: ist % =B = {0, 1} und
bezeichnet man mit

Bn
k = {w ∈ Bn ; |w|1 = k} = {w ∈ Bn ; δ(w) = n− 2k}

die Menge der Bitvektoren der L¬angen und mit Hamming-Gewicht k, so ist die
Konjugiertheit auch eine ¬Aquivalenzrelation auf Bn

k : zyklisches Permutieren der
Buchstaben¬andert ja die Anzahl der 1en nicht. Was das Zykellemma also besagt,
ist dies:

B2n+1
n+1 zerf¬allt in

(
2n+1
n+1

)
/(2n + 1) ¬Aquivalenzklassen bez¬uglich zykli-

schem Shift (= Konjugation) und jede dieser Klassen enth¬alt (2n + 1)
Elemente, von denen genau eineszu &L geh¬ort.

5.4.3 Dritter Beweis der Catalan-Formel

• Beweisen wird die Rekursionsformel

(n + 1) · bn = (4 n− 2) · bn−1 (n ≥ 0)

Daraus folgt per Induktion

bn =
4n− 2
n + 1

bn−1 =
4n− 2
n + 1

1
n

(
2n− 2
n− 1

)
= · · · =

1
n + 1

(
2n

n

)
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• Beweis der Rekursionsformel durch Konstruktion einer Bijektion zwischen

Xn =
{

(t, a) ; t ∈ Bn, a ∈ E(t)
}

mit /Xn = ( n + 1) · cn und

Yn =
{

(t, b, r) ; t ∈ Bn−1, b ∈ E(t) ∪ I(t), r ∈ {L, R}
}

mit /Yn = 2(2n− 1) · cn−1

• Die Bijektion:

Ð sei t ∈ Bn und a ∈ E(t)

Ð sei c ∈ I(t) der Vorg¬angerknoten vona in t,
b der Bruderknoten vona in t,
tb der Teilbaum von t mit Wurzel b

Ð entfernea aus t und ersetzec durch tb:
dies liefert t′ ∈ Bn−1 und b ∈ I(t) ∪ E(t)

Ð Bild von (t, a) unter dieser Abbildung ist (t′, b, r) mit r = L bzw.L = R,
je nachdem, oba linker oder rechter Nachfolger vonc war

Ð diese Konstruktion ist eindeutig umkehrbar

Illustration der Bijektion

L

tb

tb

c

ba

b
R

a

c

b

tb

b

tb

R

a

c

b

b

L

a b

c b

5.4.4 Geordnete B ¬aume

• Geordnete B¬aume
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Ð DeÞnition

T = {•} × T ∗ =
⊎

k≥0

{•} × T k =
{
〈•, t1, t2, . . . , tk〉; k ≥ 0, ti ∈ T

}

Ð KlassiÞkation nach Gr¬osse (Knotenzahl):

Tn = geordnete B¬aume mit n + 1 Knoten

• Klammersprache (Dyck)

Ð DeÞnition

D ⊆ {a, b}∗ erzeugt durch cfgD → λ | a ·D · b ·D

Ð KlassiÞkation nach Wortl¬ange

Dn = {w ∈ D ; |w| = |w|a + |w|b = 2n}

Ð Charakterisierung

∀w ∈ {a, b}∗ : w ∈ D ⇔
{
|w|a = |w|b
w = u · v ⇒ |u|a ≥ |u|v

Ð Eindeutigkeit der Zerlegung

D \ {λ} B w = a · u · b · v mit u, v ∈ D

• Primitive Klammersprache

Ð DeÞnition
P = a · D · b ⊂ D

Ð Charakterisierung

∀w ∈ {a, b}∗ : w ∈ P ⇔
{
|w|a = |w|b > 0

w = u · v, v += λ ⇒ |u|a > |u|v

Ð Generierung derDyck-SpracheD ausP

D = P∗ =
⊎

k≥0

Pk (eindeutig)
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Ð Alternative Grammatik f ¬ur D
D → λ |P ·D
P → a ·D · b

• Bijektive Abbildung ' : D → B mit '( Dn) = Bn (n ≥ 0)

'( λ) = !
'( a · u · b · v) = 〈©, '( u), '( w)〉

(mit u, v ∈ D eindeutig)

• Bijektive Abbildung ( : D → T mit (( Dn) = Tn (n ≥ 0)

(( λ) = 〈•〉
'( au1b︸︷︷︸

w1

· au2b︸︷︷︸
w2

· · · aukb︸︷︷︸
wk

) = 〈•, (( u1), (( u2), . . . , (( uk)〉

(mit w1, w2, . . . , wk ∈ P eindeutig)

• Folgerung:
/Dn = /Tn = /Bn = cn (n ≥ 0)

Illustration der Abbildung ' : D → B

Illustration der Abbildung ( : D → T

Beispiel: die zu dem Wort

w = aabaababbbabaabbaaababbb ∈ D12

geh¬orenden B¬aume '( w) ∈ B12 und (( w) ∈ T12:
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5.5 Bin ¬arb ¬aume und Dynamische Programmierung

Jetzt sei zun¬achst (A; ◦) eine Struktur der Signatur (2), d.h. eine MengeA mit
einer zweistelligen Operation◦ : A × A → A. F¬ur Bin¬arb¬aume t ∈ Bn (n ≥ 0)
wird eine mit [t] bezeichnete Abbildung (n + 1)-stellige Abbildung [t] : An+1 → A
induktiv deÞniert gem¬ass:

DeÞnition 20. Ð F¬ur t = ! ∈ B0 ist dies die identische Abbildung:

[!] : A → A : a :→ a

Ð F¬ur t = ( t!, tr) ∈ Bi × Bj

[t] : An+2 → A : (a0, . . . , ai+j) :→ [t!](a0, . . . , ai) ◦ [tr](ai+1, . . . , ai+j+1)

Das entspricht genau der Verwendung des Bin¬arbaumest als Syntaxbaum, bei dem
die inneren Knoten Operatorknoten f¬ur die Verkn¬upfung ◦ sind, die¬ausseren Kno-
ten von links nach rechts mit den Operandena = 0 , a1, . . . , an beschriftet.

Wenn ◦ irgendeine zweistellige Operation ist, werden verschiedene B¬aume (gleicher
Knotenzahl) verschiedene Abbildungen deÞnieren. Das Wesen der Assoziativit¬at
manifestiert sich in folgender Aussage:
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Theorem 51. Ist ◦ : A×A → A assoziativ, so definieren alle Binärbäume t ∈ Bn

die gleiche (n + 1) -stellige Abbildung t, d.h. [t] = [ t′] für alle t, t′ ∈ Bn.

Beweis: F¬ur n ≥ 1 bezeichne
−→
tn den Bin¬arbaum mit

[
−→
tn ](a0, a1, a2, . . . , an−1, an) = ( a0 ◦ (a1 ◦ (a2 ◦ · · · ◦ (an−1 ◦ an))) .

Es gen¬ugt zu zeigen, dass f¬ur alle t ∈ Bn die Gleichheit der Abbildungen [t] = [
−→
tn ]

gilt, d.h.

∀(a0, a1, . . . , an) ∈ An+1 : [t](a0, a1, . . . , an) = [
−→
tn ](a0, a1, . . . , an).

F¬ur n = 0 und n = 1 ist nat ¬urlich nichts zu zeigen.

Als Induktionsannahme sei die Behauptung bereits gezeigt f¬ur alle Bin¬arb¬aume
ausBk mit k ≤ n. F¬ur den Induktionsschluss sei nunt = ( t!, tr) ∈ Bn+1. Dabei sei
t! ∈ Bm. Zwei F¬alle sind zu unterscheiden:

Ð m = 0, d.h. t! = !.
In diesem Fall ist tr ∈ Bn und es gilt daher

[t](a0, a1, . . . , an+1) = [ !](a0) ◦ [t′](a1, . . . , an+1)

= a0 ◦ [
−→
tn ](a1, a2, . . . , an+1)

= a0 ◦ (a1 ◦ (a2 ◦ . . . ◦ an+1))

= [
−−→
tn+1](a0, a1, a2, . . . , an+1)

Ð m > 0, alsot! = ( t′, t′′) ∈ Bi × Bj und tr ∈ Bk mit i + j + k + 2 = n + 1.
Dann sei

(a0, a1, . . . , an+1) =
(
a0, . . . , ai︸ ︷︷ ︸

α

, ai+1, . . . , ai+j+1︸ ︷︷ ︸
β

, ai+j+2, . . . , an+1︸ ︷︷ ︸
γ

)
.

Es gilt somit

[t](a0, a1, . . . , an+1) = ([ t′](α) ◦ [t′′](β)) ◦ [tr](γ)

= [ t′](α) ◦ ([t′′](β) ◦ [tr](γ))

= [ t′](α) ◦ [
−−−→
tj+k+2](β, γ)

= [
−−→
tn+1](α, β, γ)

Man beachte: von der ersten zur zweiten Zeile benutzt man die Assoziativit¬at
von ◦; von der zweiten zur dritten Zeile die Induktionsannahme f¬ur Bj+k+2,
von der dritten zur vierten Zeile eine Induktion innerhalb vonBn+1 ¬uber die
Gr¬osse des linken Teilbaums. Die Induktionsverankerung ist dabei die erste
Fall. !
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Wegen Theorem 51 kann man bei assoziativen Produkten mit mehreren Faktoren
Òdie Klammern weglassenÓ, ohne dass Mehrdeutigkeiten zu bef¬urchten sind. Das
sagt aber nur die halbe Wahrheit: denn selbst wenn alle B¬aume dieselbe Funktion
berechnen, muss dies nicht zu den gleichen Kosten geschehen! Folgendes Beispiel
soll zur Warnung dienen:

Beispiel 9. Multiplikationsketten von Matrizen

Die Multiplikation einer ( a×b)-Matrix mit einer ( b×c)-Matrix ÒkostetÓ bei konven-
tioneller Ausf¬uhrung der Multiplikation a · b · c Multiplikationen von Koe"zienten.
Hat man nun ein Produkt

M1 ·M2 · · ·Mn

von Matrizen zu berechnen, wobeiMj eine (aj−1×aj)-Matrix ist, so hat man bn−1

verschiedene M¬oglichkeiten, die auszuf¬uhren. Die k¬onnen drastisch unterschiedli-
chen Aufwand haben. Ist z.B.

(a0, a1, a2, . . . , a4) = (13 , 5, 89, 3, 43)

so hat man f¬ur die f¬unf verschiedenen M¬oglichkeiten:

((M1 ·M2) ·M3) ·M4 : 13· 5 · 89 + 13 · 89 · 3 + 13 · 3 · 43 = 10933
(M1 · (M2 ·M3)) ·M4 : 5 · 89 · 3 + 13 · 5 · 3 + 13 · 3 · 43 = 3207
(M1 ·M2) · (M3 ·M4) : 13 · 5 · 89 + 89 · 3 · 43 + 13 · 89 · 43 = 67017
M1 · ((M2 ·M3) ·M4) : 5 · 89 · 3 + 5 · 3 · 43 + 13 · 5 · 43 = 4775
M1 · (M2 · (M3 ·M4)) : 89 · 3 · 43 + 5 · 89 · 43 + 13 · 5 · 43 = 33411

Damit stellt sich die Frage, wie man denn unter denbn-vielen verschiedenen M¬oglich-
keiten zur Auswertung eines Syntaxbaumes mitn Operatoren diejenige mit mini-
malem Aufwand Þndet. Das systematische Ausprobieren aller M¬oglichkeiten ver-
bietet sich Ð siehe die obige Warnung. Allerdings kann man sich mit einer Stan-
dardtechnik des algorithmischen Probleml¬osens behelfen:Dynamische Program-
mierung.

Betrachten wir als MengeA die Menge der Paare (a, b) von nat¬urlichen (oder
auch positiven reellen) Zahlen, dazu ein ÒNullelementÓerror. Als assoziative Ver-
kn¬upfung wird deÞniert

(a, b) ∗ (c, d) =

{
(a, d) falls b = c

error falls b += c

error ∗ (a, b) = ( a, b) ∗ error = error

error ∗ error = error
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Das deÞniert eine assoziative Operation. Aber nun geht es um die Kosten: F¬ur die
Verkn¬upfung wird eine Kostenfunktioncost deÞniert:

cost((a, b), (b, c)) = a · b · c

In allen ¬ubrigen (f¬ur uns uninteressanten) F¬allen seien die Kosten =∞.

Die Kosten cost(t; a0, . . . , an) f¬ur die Auswertung eines (nichttrivialen) Produkts

(a0, a1) ∗ (a1, a2) ∗ (a2, a3) ∗ · · · ∗ (an−1, an) ∗ (an, an+1)

gem¬ass einem Bin¬arbaum t ∈ Bn sind nat¬urlich induktiv deÞniert:

cost(!; (a0, a1)) = 0

cost((t!, tr); a0, a1, . . . , ai+j+2) =






cost(t!; a0, . . . , ai+1)

+ cost(tr; ai+1, . . . , ai+j+2)

+ cost((a0, ai+1), (ai+1, ai+j+2))︸ ︷︷ ︸
=a0·ai +1·ai +j +2

falls t! ∈ Bi, tr ∈ Bj

F¬ur ein Produkt aus n Faktoren

(a0, a1) ∗ (a1, a2) ∗ (a2, a3) ∗ · · · ∗ (an−1, an)

seien nun f¬ur Indexpaare (i, j) mit 1 ≤ i ≤ j ≤ n die Minimalkosten f¬ur die
Berechnung des Teilproduktes

(ai−1, ai) ∗ (ai, ai+1) ∗ · · · ∗ (aj−1, aj)

deÞniert durch

mincosti,j = min {cost(t; ai−1, ai, ai+1, . . . , aj) ; t ∈ Bj−i}.

Dann gilt (rekursiv zu lesen!)

mincosti,j =

{
0 falls i = j

mini≤k<j (mincosti,k + mincostk+1,j + ai−1 · ak · aj) falls i < j

Nun ist die rekursive Auswertung dieser Beziehung genauso aufwendig wie das
Erzeugen und Durchprobieren aller Bin¬arb¬aume! Man gewinnt aber etwas, wenn
man stattdessen die Wertemi,j = mincosti,j in Òbottom-upÓ-Manier berechnet.
Ein pseudocode k¬onnte etwa folgenderma§en aussehen:
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Algorithm 12 Optimales Produkt mittels dynamischer Programmierung
procedure dynprog(a :: array(posinteger ))

n ← length(a) − 1
for 1≤ i ≤ n do

mi,i ← 0
end for
for 2≤ " ≤ n do

for 1≤ i ≤ n− " + 1 do
j ← i + "− 1
mi,j ←∞
for i ≤ k < j do

q ← mi,k + mk+1,j + ai−1 · ak · aj

if q < mi,j then
mi,j ← q
si,j ← k

end if
end for

end for
end for

end procedure

An der dreifachen Schachtelung derfor-Schleifen erkennt man, dass dieser Algo-
rithmus einen Aufwand vonO(n3) f¬ur Produkte von n Faktoren ben¬otigt.

In einem Dreieckschema f¬ur die mi,j kann man sich das Produzieren der optimalen
Teill¬osungen veranschaulichen.m1,n enth¬alt schliesslich die optimalen Kosten f¬ur
das gesamte Produkt. Ein analoges Schema f¬ur die Parameter si,j, das beimAl-
gorithmus mitgef¬uhrt wird, erlaubt es, den optimalen Berechnungsbaum selbst
abzulesen.

Im obigen Beispiel f¬ur die Multiplikation von 4 Matrizen sieht das Schema der
Kosten optimaler Teill¬osungenmi,j (1 ≤ i ≤ j ≤ 4) folgendermassen aus:

j = 1 2 3 4 i =
0 5785 1530 3207 1

0 1335 1980 2
0 11481 3

0 4
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Beispielsweise ist

m1,2 = 13 · 5 · 89 = 5785

m2,3 = 5 · 89 · 3 = 1335

m1,3 = min {m1,2 + m3,3 + 13 · 89 · 3, m1,1 + m2,3 + 13 · 5 · 3}
= min {9256, 1530} = 1530

Bemerkung 17. Die spezielle Kostenfunktion f¬ur das iterierte Multiplizieren von
Matrizen ist nat¬urlich nur ein Fall, wo dieser Ansatz e"zient ist. Allgemein kann
man f¬ur beliebigen Kostenfunktionen mit nichtnegativen Werten genauso vorge-
hen. Ist (A; ◦) eine Menge mit assoziativer Operation◦ und einer Kostenfunktion
cmult : A×A → R≥0, so sind die Kostencost(t; a0, a1, . . . , an) f¬ur das Auswerten
von a0 ◦ a1 ◦ . . . ◦ an mittels des Syntaxbaumest ∈ Bn rekursiv deÞniert durch

cost(!; a0) = 0

cost((t!, tr); a0, . . . , ai+j+1) =






cost(t!; a0, . . . , ai)

+ cost(tr; ai+1, . . . , ai+j+1)

+ cmult((a0 ◦ · · · ◦ ai), (ai+1 ◦ ·◦ ai+j+1))

falls t! ∈ Bi, tr ∈ Bj

Alle ¬Uberlegungen und der Algorithmus zur Berechnung des optimalen Syntax-
baumes¬ubertragen sich sinngem¬ass auf diese allgemeinere Situation.

Bemerkung 18. Warum funktioniert das? Dynamischen Programmieren funktio-
niert (wie Greedy-Algorithmen), wenn sich optimale L¬osungen eines Problems aus
optimalen L¬osungen von Teilproblemen zusammensetzen lassen. Das ist hier ganz
o!ensichtlich der Fall. Dynamisches Programmieren vermeidet zudem, dass opti-
male Teill¬osungen immer wieder berechnet werden. Andere Situationen dieser Art
treten bei der Syntaxanalyse, Rucksackproblemen u.v.a.m. auf.

Interessant ist es nat¬urlich, von vornherein zu wissen, unter welchen Umst¬anden
eine solche Auswertung eines Produkts auch von den Kosten herunabhängig von
der speziellen Wahl des Syntaxbaumes ist. Dazu seicmult wieder eine Kostenfunk-
tion zweier Elemente, wie oben, undcost die entsprechende Kostenfunktion f¬ur
B¬aume und die ihnen zugeordenten Funktionen. Dann gilt:

Lemma 52. Notwendig und hinreichend dafür, dass

∀n ∈ N ∀t, t′ ∈ Bn ∀(a0, . . . , an) ∈ An : cost(t; a0, . . . , an) = cost(t′; a0, . . . , an)

gilt, ist die Gültigkeit diese Aussage für n = 2 :

∀a, b, c ∈ A : cmult(a, b ◦ c) + cmult(b, c) = cmult(a ◦ b, c) + cmult(a, b)
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Der Beweis verl¬auft ganz analog zu dem von Theorem 51 und wird hier nicht
ausgef¬uhrt.

DIe Bedingung f¬ur die Situation n = 2 im Fall von Lemma 52 kann man noch
suggestiver so schreiben:

cmult(a, b◦c)−cmult(a, b)−cmult(a, c) = cmult(a◦b, c)−cmult(a, c)−cmult(b, c)

und daraus wird ersichtlich, dass dies etwas mitDistributivität von links und von
rechts zu tun hat.

Hier sind zwei wichtige Situationen, in denen dies zutri!t:

1. Die Elementea ∈ A haben eine ÒGr¬osseÓ|a| und f¬ur die Verkn¬upfung ◦ gilt

Ð ∀a, b ∈ A : |a ◦ b| = |a| + |b|

Ð ∀a, b ∈ A : cmult(a, b) = |a| · |b|

Als unmittelbare Konsequenz hat man

cmult(a, b◦c) = |a| · |b◦c| = |a| · (|b|+ |c|) = |a||b|+ |a||c| = . . . cmult(a◦b, c)

und allgemein f¬ur alle t ∈ Bn und (a0, a1, . . . , an) ∈ An+1:

cost(t; a0, a1, . . . , an) =
∑

0≤i<j≤n

|ai||aj|.

Das tri!t beispielsweise zu f¬ur das sog.logarithmische Kostenmodell beim
Multiplizieren ganzer Zahlen: die ÒGr¬osseÓ (auch ÒL¬angeÓ) genannt einer
ganzen Zahl ist die Anzahl der Zi!ern in Basis-β-Darstellung, also (in etwa)
|a| = (logβ a). Das konventienelle Multiplikationsverfahren bei Multiplikati-
on zweier Zahlena, b liefert a · b mit |a · b| = (logβ a) + (logβ b) = |a| + |b|
und hat einen Aufwand(logβ a) ·( logβ b) = |a| · |b|.

Ganz entsprechend gilt eine solche Aussage f¬ur die konventionelle Multipli-
kation von Polynomen, wobei der Grad eines Polynoms (im wesentlichen)
die ÒGr¬osseÓ und die Anzahl der Multiplikationen im Koe"zientenbereich
als Kosten angesetzt wird.

2. Wenn es eine Funktiond : A → R gibt mit

∀a, b ∈ A : cmult(a, b) = d(a ◦ b) − d(a) − d(b)

so ist o!ensichtlich

cmult(a, b◦c)+ cmult(b, c) = d(a◦b◦c)−d(a)−d(b)−d(c) = cmult(a◦b, c)+ cmult(a, b)
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und allgemein f¬ur alle t ∈ Bn und (a0, a1, . . . , an) ∈ An+1:

cost(t; a0, a1, . . . , an) = d(a0 ◦ a1 ◦ · · · ◦ an) −
∑

0≤j≤n

d(aj).

Ein wichtiger (obgleich trivialer) Sonderfall ist der desuniformen Kostenma-
§es: allea ∈ A haben die gleiche Gr¬osse und es werden nur Multiplikationen
gez¬ahlt: ∀a ∈ A : d(a) = −1, also∀a, b : cmult(a, b) = 1.

5.6 Kommentare, Literatur, Ausblicke
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6 Information und Komplexit ¬at

6.1 Parameter von Bin ¬arb ¬aumen

6.1.1 Struktur und Anzahl

• I(t) : innere Knoten von t ∈ B (internal)

Ð ! hat keine inneren Knoten

Ð 〈©, t!, tr〉 hat als innere Knoten die Wurzel©, die inneren Knoten von
t! und die inneren Knoten vontr

• E(t) : ¬aussere Knoten (Bl¬atter) von t ∈ B (external)

Ð ! hat ! als ¬ausseren Knoten

Ð 〈©, t!, tr〉 hat als ¬aussere Knoten die¬ausseren Knoten vont! und die
¬ausseren Knoten vontr

• Bn : Menge der Bin¬arb¬aume mit n inneren undn + 1 ¬ausseren Knoten

• Strukturelle Aussage

B0 = {!}
Bn+1 ↔ B0 × Bn ∪ B1 × Bn−1 ∪ B2 × Bn−2 ∪ · · · ∪ Bn × B0

=
∑

0≤k≤n

Bk × Bn−k

• Segners Formel

c0 = 1

cn+1 = c0 · cn + c1 · cn−1 + c2 · cn−2 + · · · + cn · c0

• Catalans Formel

cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
∈ #

(
4n

n3/2

)

6.1.2 Einfache Parameter

• i(t) = Anzahl der inneren (ÒinternalÓ) Knoten vont:

i(t) =

{
0 falls t = !
1 + i(t!) + i(tr) falls t = 〈©, t!, tr〉
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• e(t) = Anzahl der ¬ausseren (ÒexternalÓ) Knoten vont:

e(t) =

{
1 falls t = !
e(t!) + e(tr) falls t = 〈©, t!, tr〉

• s(t) = i(t) + e(t) = Gr ¬osse (ÒsizeÓ) vont:

s(t) =

{
1 falls t = !
1 + s(t!) + s(tr) falls t = 〈©, t!, tr〉

• h(t) = H ¬ohe (ÒheightÓ) vont:

h(t) =

{
0 falls t = !
1 + max{h(t!), h(tr)} falls t = 〈©, t!, tr〉

tr
t!

t = 〈©, t!, tr〉

i(t) = 8 , e(t) = 9 , s(t) = 17 , h(t) = 4
F¬ur alle bin¬aren B¬aume t gelten folgende Aussagen:

• e(t) = i(t) + 1, und damit s(t) = 2 · i(t) + 1 = 2 · e(t) − 1

Beweis:

e(!) − i(!) = 1 − 0 = 1

e(〈©, t!, tr〉) − i(〈©, t!, tr〉) = e(t!) + e(tr) − (i(t!) + i(tr) + 1)

= e(t!) − i(t!) + e(tr) − i(tr) − 1

= 1 + 1 − 1 = 1

• h(t) ≤ i(t)
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Beweis:

h(!) = 0 = i(!)

h(〈©, t!, tr〉) = 1 + max {h(t!), h(tr)}
≤ 1 + max{i(t!), i(tr)}
≤ 1 + i(t!) + i(tr)

= i(〈©, t!, tr〉)

• e(t) ≤ 2h(t), also loge(t) ≤ h(t)

Beweis:

e(!) = 1 = 2 0 = 2h(!)

e(〈©, t!, tr〉) = e(t!) + e(tr)

≤ 2h(t! ) + 2h(tr )

≤ 2 · 2max{h(t! ),h(tr )}

= 2 1+max{h(t! ),h(tr )}

= 2h(〈©, t!, tr〉)

• F¬ur a ∈ I(t) ∪ E(t) :

h(a, t) = H ¬ohe vona in t = Abstand von a zur Wurzel von t

• rekursive Beschreibung:

h(!, !) = 0

h(a, 〈©, t!, tr〉) =






0 a = ©
h(a, t!) + 1 a ∈ E(t!) ∪ I(t!)

h(a, tr) + 1 a ∈ E(tr) ∪ I(tr)

6.1.3 Wegl ¬ange

• innere Wegl¬ange vont :

wi(t) =
∑

a∈I(t)

h(a, t)
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tr

t!

t = 〈©, t! , tr〉

wi(t) = 14,we(t) = 30, i(t) = 8,w(t) =
14
8

=
7
4
,h(t) =

30
9

=
10
3

• ¬aussere Wegl¬ange vont :

we(t) =
∑

a∈E(t)

h(a, t)

• mittlere innere Wegl¬ange vont :

w(t) = wi(t)/i(t)

• mittlere ¬aussere Wegl¬ange = mittlere H¬ohe :

h(t) = we(t)/e(t)

• Allgemein gilt: we(t) = wi(t) + 2 i(t)

6.2 Bin ¬are Suchb ¬aume

• A totalgeordnete Menge (z.B.Z, R, . . .)

• F¬ur t = 〈©, t!, tr〉 ∈ B und v : I(t) → A sei

v! : I(t!) → A : a :→ v(a)

vr : I(tr) → A : a :→ v(a)

die Restriktion von v auf den linken bzw. rechten Teilbaum

• Ein Paar (t, v) mit t ∈ B, v : I(t) → A heisst
binärer Suchbaum ¬uber A, wenn
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Ð t = ! (und somit v = λ = leere Funktion), oder

Ð t = 〈©, t!, tr〉 und mit v(©) = a

1. ist (t!, v!) ein bin¬arer Suchbaum¬uber A<a = {b ∈ A ; b < a}

2. ist (tr, vr) ein bin¬arer Suchbaum¬uber A>a = {b ∈ A ; b > a}

Insbesondere gilt also maxi∈I(t! ) v(i) < v(©) = a < mini∈I(tr ) v(i)

• BS(A) : Menge der bin¬aren Suchb¬aume¬uber A

• BSn(A) : Menge der (t, v) ∈ BS(A) mit t ∈ Bn

• Struktur:
BS(A) =

⊎

a∈A

({a} × BS(A<a) × BS(A>a))

• Á5-À Anzahl:/BSn(A) =
(

)A
n

)
· cn

6.2.1 Suchen in bin ¬aren Suchb ¬aumen

Suche, ob ein gegebenesa ∈ A in (t, v) ∈ BS(A) vorkommt:

• falls t = ! : FAIL

• falls t = 〈©, t!, tr〉

Ð falls v(©) = a: FOUND

Ð falls v(©) > a: suchea in (t!, v!)

Ð falls v(©) < a: suchea in (tr, vr)

• Die (mittlere) innere Wegl¬ange vont ist ein Ma§ f¬ur den (mittleren) Aufwand
erfolgreicher Suche int.

• Die (mittlere) ¬aussere Wegl¬ange vont ist ein Ma§ f¬ur den (mittleren) Auf-
wand erfolgloser Suche int.

• F¬ur eine Folgea = a1a2 . . . an ∈ A+ sei

a< : die Teilfolge derai < a1,

a> : die Teilfolge derai > a1

• F¬ur die leere Folgeλ sei bs(λ) = ( !, λ)
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• F¬ur a ∈ A+ wird bs(a) = ( t, v) deÞniert durch

v(©) = a1, bs(a<) = ( t!, v!), bs(a>) = ( tr, vr)

• Ein sequentieller Algorithmus zur Konstruktion verwendet sukzessives Einf¬ugen
bei erfolgloser Suche

Konstruktion des bin¬aren Suchbaumes zua = (11 , 7, 9, 24, 17, 4, 22, 10, 5, 31)

11 11

7

11

7

9

11

7

9

24

11

7

9

24

17

11

7

9

24

174

11

7

9

24

174

22

11

7

9

24

174

2210

11

7

9

24

174

22105

11

7

9

24

174

22105

31

• Problem: wie gross ist der Aufwand f¬ur (erfolgreiche) Suche, wenn man aus
Daten sequentiell einen bin¬aren Suchbaum konstruiert hat?

• Wird a ∈ A in den A-Suchbaum (t, v) (erfolgreich) gesucht, so ist die H¬ohe
h(b, t) des Knotensb ∈ I(t) mit v(b) = a relevant.

• Damit ist klar: es kommt sowohl auf das gesuchte Datum an, als auch auf
den Suchbaum (d.h. die Reihenfolge, in der die Daten zur Konstruktion des
Suchbaumes verwendet wurden).

6.2.2 Suchkomplexit ¬at

• F¬ur n (verschiedene) Daten∈ A betrachte allen! Permutationen als gleich-
wahrscheinliche inputs f¬ur die Konstruktion einesbs.

• Man kann annehmen, dassA = {1, 2, . . . , n} und alle σ ∈ Sn inputs sind.
F¬ur σ ∈ Sn sei bs(σ) = ( tσ, vσ), also t ∈ Bn.

Ð Vorsicht: verschiedeneσ ∈ Sn k¬onnen denselben Suchbaum liefern!

Ð vσ ist durch tσ eindeutig bestimmt, also redundant!

• Es wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach jedem der Datenk ∈ {1, 2, . . . , n}
gesucht

• F¬ur einen festenA-Suchbaum (t, v) ist die (mittlere) innere Wegl¬angewi(t)
bzw. w(t) = wi(t)/n das Ma§ f¬ur den Suchaufwand.

6 INFORMATION UND KOMPLEXIT ¬AT 14. Juni 2009



6.2 Bin¬are Suchb¬aume 192

Beispiel: die Suchb¬aume zu den Permutationen ausS3 Es gilt

1

2

3

1

3

2

1

2

3 1

2

3

3

1

2

3

2

1

t
123

t
132

t
213

t
231

t
321

t
312

wi(t123) = wi(t132) = wi(t312) = wi(t321) = 3 , wi(t213) = wi(t231) = 2

also
w3 =

1
3!

∑

σ∈S3

wi(σ) =
3 + 3 + 2 + 2 + 3 + 3

6
=

8
3
, w3 =

1
3
w3 =

8
9

• Gesucht ist

wn =
1
n!

∑

σ∈Sn

wi(tσ) bzw. wn =
1
n!

∑

σ∈Sn

w(tσ) =
1
n

wn

• Wir werden sehen: diewn erf¬ullen die Quicksort-Rekursion!

wn+1 =
2

n + 1

n∑

k=0

wk + n, w0 = 0

• Folgerung: der mittlere Suchaufwand bei bin¬aren Suchb¬aumen im Permuta-
tionsmodell ist

wn =
1
n

wn = (2 +
2
n

)Hn − 4 ∈ #(log n)

Zum Beweis:

• Betrachte die Abbildung

Sn B σ :→ (Pσ, σ<, σ-σ1
> ) ∈

(
2..n

σ1−1

)
× Sσ1−1 × Sn−σ1

Dabei ist (mit σ1 = k):

Ð Pσ = {i1, i2, . . . , ik−1} ⊆
(

2..n
k−1

)
mit 2 ≤ i1 < i2 < . . . < ik−1 ≤ n die

Positionen 2≤ i ≤ n mit σi < k

Ð σ< = σi1σi2 . . . σik ! 1
∈ Sk−1

Ð σ-k
> = ( σj1 − k)(σj2 − k) . . . (σjn ! k − k) ∈ Sn−k, wobei j1 < j2 < . . . <

jn−k ≤ n die Positionen 2≤ j += n mit σj > k sind
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• Diese Abbildung ist bijektiv zwischen den besagten Mengen!

Beispiel f¬ur die Bijektion

Sn B σ :→ (Pσ, σ<, σ-σ1
> ) ∈

(
2..n

σ1−1

)
× Sσ1−1 × Sn−σ1

mit n = 9

• σ = (6 8 1 3 7 9 5 4 2), alsok = σ1 = 6

• Pσ = (3 4 7 8 9) ∈
(
2..9
5

)

• σ< = (1 3 5 4 2) ∈ S5

• σ-6
> = (2 1 3) ∈ S3

Mit σ′ = σ< und σ′′ = σ-σ1
> gilt

wi(t) = wi(tσ
"
) + wi(tσ

""
) + i(t) − 1

und daher ist

wn =
1
n!

∑

σ∈Sn

wi(tσ)

=
1
n!

n∑

k=1

∑

P∈(2..n
k ! 1)

∑

σ"∈Sk ! 1

∑

σ""∈Sn ! k

(
wi(tσ

"
) + wi(tσ

""
) + n− 1

)

=
1
n!

n∑

k=1

(
n− 1
k − 1

) ∑

σ"∈Sk ! 1

∑

σ""∈Sn ! k

(
wi(tσ

"
) + wi(tσ

""
) + n− 1

)

=
1
n

n∑

k=1

1
(k − 1)!

1
(n− k)!

∑

" "#S k ! 1
" ""#S n ! k

(
wi(tσ

"
) + wi(tσ

""
) + ( n− 1)

)

Mit
1

(k − 1)!
1

(n− k)!

∑

" "#S k ! 1
" ""#S n ! k

wi(tσ
"
) =

1
(k − 1)!

∑

σ"∈Sk ! 1

wi(tσ
"
) = wk−1

und

1
(k − 1)!

1
(n− k)!

∑

" "#S k ! 1
" ""#S n ! k

wi(tσ
""
) =

1
(n− k)!

∑

σ""∈Sn ! k

wi(tσ
""
) = wn−k
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und
1

(k − 1)!
1

(n− k)!

∑

" "#S k ! 1
" ""#S n ! k

(n− 1) = n− 1

folgt die Behauptung:

wn =
1
n

n∑

k=1

(wk−1 + wn−k + n− 1) =
2
n

n−1∑

k=0

wk−1 + n− 1

6.3 Mittlere H ¬ohe von Bin ¬arb ¬aumen

6.4 Sortierkomplexit ¬at

6.5 Entropie

6.6 Quellcodierung

6.6.1 Quellen und Codierung

6.6.2 Ungleichung von Kraft

6.6.3 Shannons Theorem

6.6.4 Hu!man-Codierung, Datenkompression

6.7 Kanalcodierung

6.7.1 Shannons Theorem
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