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5 Divide-and-Conquer-Rekursionen

5.1 Szenario, statische DC-Rekursionen

Die Technik des algorithmischen Problemlésens durch rekursive Zerlegung eines
gegebenen Problems in kleinere Teilprobleme gleichen Typs, bis hin zu direkt
l6sbaren “kleinen” Féllen und anschliessender Synthese der Gesamtlosung aus den
Teillosungen sollte bekannt sein. Ein Schema fiir eine Algorithmus dieser Art sieht
etwa so aus:

Algorithm 3 Divide-and-Conquer

procedure DCSOLVE(B) > Solve Problem B

if size(B) < bound then

return(ESOLVE(B)) > Solve directly if B is small
end if
(B1, Bs, ..., By) <« decompose(B) > Generate smaller subproblems
for j — 1,/ do

S; «— DCSOLVE(B)) > Solve subproblems recursively
end for
S « compose(Sy, Sa, ..., 5) > Synthesize solution
return S

end procedure

Hier geht es um die Beurteilung des Aufwandes eines solchen Verfahrens. Offen-
sichtlich gilt, wenn man Laufzeit misst, arithmetische Operationen zéhlt usw.:

'COSTESOLVE(B) falls size(B) < bound
COSTDCSOLVE(B) = Cosidecompose(B)
+ ;-1 COSTpcsowe(B;) sonst
L +COSTcompose(Bly BZ7 ) BZ)

Dabei kann die Anzahl und die Grésse der Subprobleme By, . .., B, von der Instanz
B anhéngen, nicht nur von deren Grosse. Sie kann auch noch von anderen Para-
metern abhédngen, etwa dem Resultat eines Zufallsprozesses, der bei der Zerlegung
mitspielt. Man spricht dann von einerdynamischen Situation.

Einfacher zu handhaben und zu beurteilen sind statische Situationen, bei denen die
Anzahl der Teilprobleme und deren Grosse nur von der Grosse des Inputproblems
B abhéngt. Bezeichnet man dann mit

TA(n) ;= max {COST4(B); size(B) =n}
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die maximalen Kosten eines rekursiven Algorithmus A auf Inputs der Grosse n,,
so ergibt sich aus dem Rekursionsschema eine Rekursion

Ta(n) = ¢ falls n < bound
! Z1§jge Tx(n;) + g(n) sonst

mit einem festen Wert von ¢, wobei in den sog. overhead-Kosten g(n) die Kosten
fiir decompose und compose zusammengefasst sind.

Auch hier sind noch verschiedene Situationen méglich, je nachdem, wie sich die
Grossen nq,...,ny der Subprobleme By,..., B, aus der Grosse n des Inputpro-
blems B ergeben. Natiirlich sollte jeweils n; < n gelten. Zwei Félle sind haufig
anzutreffen:

e Aus B werden ¢ Probleme B; generiert, deren Grosse n; jeweils in einem
festen Verhéltnis o zur Grosse n von B steht, d.h., n; = o - n mit einem
0< a; < 1.2

e Aus B werden ¢ Probleme B; generiert, deren Grosse n; jeweils um einen
bestimmten ganzzahligen Betrag r; kleiner ist als n, d.h., n; = n — r; mit
einem 0 < r; < n.

Im ersten Fall soll folgende (unwesentliche) Vereinfachung vorgenommen werden:
es wird angenommen, dass alle vorkommenden Problemgréssen n bzw. n; Potenzen
einer festen Basis b sind, also

n=>b" und n;=a;n=>0b""8s

wobei 0 < s; = —log, a; < m ganzzahlig ist. In der Rekursion
Ta(n) = Y Taln;) +g(n)
1<5<¢

kann man dann 7'4(n) durch ¢ 4(m) ersetzen und die Rekursionsgleichung schreibt

sich nun
ta(m) =Y talm—s;)+g(b™).
1<j<e

Im zweiten Fall gilt mit

TA(TL) = Z TA(TL — 7"]') + g(n)

1<j<t

2Damit die Grosse eine ganze Zahl ist miisste man eigentlich n; = |a; -n| oder n; = [a; - n]
setzen.

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 7. Juni 2009



5.1 Szenario, statische DC-Rekursionen 121

eine Rekursion vom gleichen Typ: eine C-Rekursion, die aber nicht homogen ist,
da noch der Einfluss der Overheadkosten g(n) zu beriicksichtigen ist.

Zusammengefasst: Bezeichnet a; die Anzahl der Subprobleme der Grosse n;, so
fithrt der erste Fall auf eine Rekursion vom Typ

tn = @1 tm-1 + Gz tm—z + - + ap tmp + g(0")
und der zweite Fall auf eine Rekursion vom Typ
th=a1ty 1+ ast, o+ +apt,p+g(n).

Dabei sind die a; € N, es ist Zj a; = ¢ und es kann ohne Einschrénkung a; # 0
angenommen werden. Fiir die weitere Analyse ist die Ganzzahligkeit der a; weni-
ger wichtig, die Tatsache der Nichtnegativitiat a; > 0 dagegen sehr!

Die im Kontext der Divide-and-Conquer-Rekursionen auftretenden Rekursionspo-
lynome bzw. charakteristischen Polynome zeichnen, sich durch die Besonderheit
aus, dass die Koeffizienten a; > 0 sind. Das hat interessante Folgen:

Lemma 26. Sei yo(2) = 2k — a 2P — ap2F Tt — oo — ay das charakteristisches
Polynom einer C-Rekursion a mit a; >0 (1 < j < k) und ay, # 0. Dann gilt:

1. xa(2) hat genau eine reelle Nullstelle \y > 0 und diese ist einfach.

2. Den Sonderfall xo(2) = 2% — aj, ausgenommen, ist \; dominierende Nullstel-
le, d.h. fiir alle anderen Nullstellen n von xq(z) gilt |n| < A;.

Fiir den Beweis ist es bequemer, das Rekursionpolynom a(z) = 1—a; z2—- - - —ay, 2*

in Augenschein zu nehmen. Beachte: ist A eine Nullstelle von y4(z), so ist A~ eine
Nullstelle von a(z).

Bemerkung 12. Tatsédchlich interessiert fiir unsere Anwendungen nur der Fall ganz-
zahliger a; > 0. Dann ist A\; <1 und der Fall A = 1 kann nur in der Ausnahmesi-
tuation yq(z) = 2* — 1 eintreten, die fortan ausgeblendet werden soll.

Im Bezug auf die C-Rekursion
Tp =01 Tp_1+ A2 Tpo+ -+ apTy (n>k)

ist also Ay eine dominierende Nullstelle! Das bedeutet, dass sich Folgen (x,),>0, die
dieser (homogenen!) Rekursion geniigen, typischerweise asymptotisch wie

n
Ty ~ C- AN
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verhalten. Im Bezug auf die inhomogene Rekursion
Tp = Q1 Tp-1+ Q2 Tp-2+ + A Tnogy + Yor (0 > k)

gilt, wie im Beispiel in Abschnitt 3.11. ausgefiihrt,

L b(2)c(z) + 2Rd(2
S o 2 M) )

— a(z) e(z)

wenn (Yy),,s, eine C-rekursive Folge ist:
d(z
S =2

sodass das asymptotische Verhalten von « = (x”)nZO davon abhéngt, wie sich die
grosste Nullstelle v von y.(z) und A\ zueinander verhalten.

5.2 Beispiele
5.2.1 Einfache Divide-and-Conquer-Rekursionen, Master-Theorem

Der am héufigsten auftretende Rekursionstyp ist

Fn) = a- f(n/b) +c-n
mit positiven Konstanten a, b, ¢, d, wobei b > 1 ganzzahlig sein soll.

Lisst man die Rekursion iiber die Potenzen von bn laufen, setzt also n = b*, g(k) =
f(n), so geht diese Rekursion tiber in

g(k) =a-g(k —1) +c- b
Schreibt man diese Gleichung noch einmal fiir £ — 1 an Stelle von k hin
gk—=1)=a-g(k—2)+c-p*

und subtrahiert das b%fache der zweiten Gleichung von der ersten, hat man den
inhomogenen Anteil eliminiert und erhélt

gk) = (a+b") gk —1)+a-b* g(k—2)
Das charakteristische Polynom ist

x(2) =22 = (a+b") +a-b' = (z—a)(z —b%)
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mit den Nullstellen a und 6. Im Fall a = b? liegt eine doppelte Nullstelle vor!
Damit gilt fiir die allgemeine Losung
a-a®+3- (bd)k falls a # b¢
g (k) - k k d
a-a"+[-k-a" fallsa=0b

Die Konstanten o und (8 héngen von den Anfangsbedingungen ab, die hier nicht
spezifiziert wurden. Im allgemeinen (falls «, 5 # 0) gilt also

a>b = gk) ~a-d* = f(n) € O(n'°# )
a=0b = g(k) ~B-k-a* = f(n) € ©(n-logn)
a<tt = gk ~B-(0D = f(n) € ©(n%)

Aussagen wie diese findet man in der Literatur in verschiedenster Spezialisierung
(und meist mit ganz anders gearteten ad-hoc-Beweisen versehen) als “Master-
Theorem”. Hier ist eine Version aus dem Buch [8] von HEUN, Theorem 2.17, siehe
auch die Abschnitte 4.3 und 4.4 in dem Buch [6] von CORMEN, LEISERSON, RI-
VEST, STEIN, die man mit den hier behandelten Techniken ebenfalls leicht bewei-
sen kann:

Sei
fn)=a- f(n/b)+t(n) mit f(1)=1¢t(1) >0

mit a > 0,b > 2, so gilt

O(t(n)) falls t(n) € Q(n'°&@+) und a - t(n/b) < c- t(n)
f(n) € ¢ O(n'®r%1logn) falls t(n) € O(n logba)
O(n'os» @) falls ¢(n) € O(n'8(@)=<)

wobel € > 0 und ¢ < 1 konstant sind. Das deckt schon sehr viele Falle ab. Hier
eine Auswahl:

fn)=f(n/2)+c = f(n) € O©(ogn)
f(n)=2f(n/2)+cn = f(n) € O(nlogn)
f(n)=2f(n/2)+cn® = f(n) € On?)
f(n)=4f(n/2)+cn* = f(n)cOn?logn)
f(n) =T7f(n/2) +cn® = f(n) € On'eT)
f(n)=2f(n/2)+logn = f(n) € On
f(n) =3 f(n/2) +nlogn = f(n) € O(n"?)
f(n) =2f(n/2) +nlogn = f(n) € O(nlog®n)
f(n) =5f(n/2) + (nlogn)® = f(n) € O(n"*°)
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Schliesslich soll noch der Rekursionstyp
F(n) = F(ayn) + F(agn) + - - - + F(asn) + G(n)
mit G(n) € ©(n®log' n) und festen 0 < a; < 1 angesprochen werden.

Falls man die Rekursionen Uber die Potenzen einer festen Basis b laufen ldsst, hat
man eine Rekursion

Zal (n/b") + 6(n* - log) n)

mit ay,as,...,ar > 0,a; >0 und s,t,b € N, b > 2.

Mit n = b™ und f,, = F(b™) wird daraus

k
= a4+ fui + O™ - m')

i=1
Betrachte dies als eine inhomogene (forcierte) lineare Rekursion!

k

fmzzai'fm—i+c'(bms'mt>

i=1

Die forcierende Folge (“overhead”) ist C-rekursiv:

Z bremtZ" Z m'(b°2)™ = (1— bEZ)Z)tH

m>0 m>0
mit eine Polynom r(z) vom Grad < ¢.
Das charakteristische Polynom

x(2) =2 —a 2 — o~y

hat eine dominierende Nullstelle A.

Fiir das asymptotische Verhalten der Folge (f,,)m>0 ist also entscheidend, wie
sich die Nullstellen A\ der Rekursion und b° der overhead-Rekursion zueinander
verhalten.

A > b = tm € O(A™) = f(n) € ©(nler?)
A=0b° = tm € O™ - m't) = f(n) € ©(n*logi™ n)
A< b® = tm € O™ -m?) = f(n) € ©(n® - log} n)

Das entspricht dem “Master-Theorem” im Kapitel 1.9 des Buches [14] von SCHONING.

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 7. Juni 2009



5.2 Beispiele 125

5.2.2 Mergesort

Dieser Algorithmus sollte bekannt sein.

Algorithm 4 Merge
procedure MERGE(A :: list, B :: list) > Merge two (sorted) lists
a < length(A)
b — length(B)
if a =0 then
return(B)
end if
if b =0 then
return(A)
end if
if head(A) < head(B) then > Compare head elements
return([head(A), MERGE(tail(A), B)])
else
return([head(B), MERGE(A, tail(B))])
end if
end procedure

Algorithm 5 Mergesort

procedure MERGESORT(A :: list) > Sort a list
¢ «— length(A)
h« [£/2]
if ¢ <2 then return(A)
end if
B — A[l..h] > Recursively sort first half of A
C — Alh+ 1.4 > Recursively sort second half of A
return(MERGE(B, C) > Merge results

end procedure

Die Komplexitétsanalyse fiir diesen Algorithmus ist einfach: bezeichnet Vyergesort (1)
die maximale Anzahl von Vergleichsoperationen, die der Algorithmus MERGESORT
auf Listen der Lénge n bendttigt, so ergibt sich

‘/mergesort (n) = ‘/mergesort( Ln/zJ) + Vnergesort("n/Q—‘) + O(”)

Der Term O(n) beinhaltet die Anzahl der Vergleichsoperationen fiir den Algorith-
mus MERGE, ausgefiihrt auf zwei Listen der Léngen k£ und ¢ mit k + ¢ = n: das
ist klarerweise < n.
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Falls die Listenlénge n eine Potenz von 2 ist, wird man auf eine einfache Divide-
and-Conquer-Rekursion
V(n)=2V(n/2)+c-n

gefithrt und erhélt daraus die bekannte Aussage

V;nergesort (Tl) € @(Tl log Tl)

Man kann sich fragen, ob die Beschriankung auf Listenléngen n = 2™ bie dieser
Situation (und &hnlichen) nicht verfilschend wirkt? Das ist nicht der Fall, aber im
konkreten technischen Nachweis etwas lastig. Hier soll exemplarische gezeigt wer-
den, das man die maximale Anzahl der Vergleichsoperrationen fiir MERGESORT
fiir beliebige Listenldnge ezakt bestimmen kann und ein vollig analoges Ergebnis
wie im Spezialfall erhélt.

Betrachten wir also die Rekursion
V(n)=V(n/2])+V(In/2])+n—-1, V(1)=0
Es wird nun behauptet, dass
V(n) =n-[logn] —2Menl 4 1.

gilt. Der Beweis wird durch durch Induktion {iber n gefiihrt:

— Fiir n = 1 ist alles klar:

0=1-[log1] — 2! +1

— Fiir gerades n = 2m > 1 gilt

V(n)=V(m)+V(m)+2m-1
=2 (m- [logm] —2M8™ +-1) + 2m — 1
= 2m ([logm] + 1) — 2flemI+1 41
=n - [logn] — 2Menl 41

— Fiir ungerades n =2m + 1 > 1 gilt

V(n)=V(m+1)+V(m)+2m
= (m + D[log(m 4 1)] — 2Met VT L 1 4 m[logm] — 2M8™ 41 4 2m

wobeil man nun zu unterscheiden hat:
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— 21 < m < 28 = [log(m + 1)] = k = [logm], [logn] =k + 1

V(in)=m+1Dk—-2"+1+mk—-2"+1+2m
= 2m+1)(k+1) - 2" +1
= nflogn] — 2Menl 41

—m=2"1=[log(m+1)] =k = [logm] +1, [logn] =k +1

Vin)=(m+1Dk—=2"4+1+m(k—1) -2 +1+2m
=C2m+1)(k+1)—2" +1
= nflogn] —2Meen 11 O

5.2.3 Rekursive Multiplikation von Zahlen und Polynomen

Die moglichst effiziente Realisierung von arithmetischen Operationen ist ein Haupt-
thema der Computeralgebra, sieche das Buch [21] fiir eine interessante, breite und
fundierte Einfithrung. Selbst so “alltégliche” Aufgaben, wie das Multiplizieren von
Zahlen und Polynomen, und ihre traditionellen algorithmischen Lésungen, hier als
“Schulmethoden” bezeichnet, miissen hinterfragt werden, wenn es um das Operie-
ren mit sehr grossen Zahlen bzw. Polynomen sehr grossen Grades geht.

3

Hat man zwei Polynome” von einem Grad < n

FX) =) HiX g(X) =) g X,
i=0 Jj=0

miteinander zu multiplizieren, so besagt die Formel

F(X) - g(X) = Z (Z ai-bj) X+,

k=0 \itj=k

dass bei deren direkten Ubertragung in einen Algorithmus jeder der n Koeffizi-
enten a; mit jedem der Koeffizienten b; multipliziert werden muss: das sind also
insgesamt n? Multiplikationen im Bereich der Koeffizienten. Hinzu kommen noch
etwa ebensoviele Additionen. Die “Schulmethode” ist also ein Verfahren mit artih-
metischer Komplexitit O(n?). Man hat lange geglaubt, dass dies auch die wahre

3Hier werden Polynome behandelt. Die Methoden und Komplexititsaussagen gelten auch fiir
das Multiplizieren von ganzen Zahlen, deren iibliche Basisdarstellung ja nichts anderes als die
Auswertung eines Polynoms an der Basis ist. Das Phiinomen des Ubertrags, das bei Polynomen
nicht auftritt, macht die Sache aber etwas komplizierter.
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untere Schranke fiir die Komplexitit des Multiplizierens sei — bis ihm Jahr 1862
ein junger russischer Student, A. KARATSUBA, ein Schiiler des legendéren N.
KoLMoGOROV, herausfand, dass dies nicht richtig ist.

Nach der Idee von A. KARATSUBA (im russischen Original 1962, die Arbeit [10]
ist die Ubersetzung ins Englische) kann die Multiplikation zweier Polynome

2n—1 2n—1
=Y X, g(X)=> g X
i=0 j=0
vom Grad deg f,degg < 2n wird zuriickgefiihrt werden auf die drei (statt vier!)

Multiplikationen von Polynomen, deren Grad < n ist:

X) = a(X)+X"b(X)
9(X) = c@)+a"d(X)
X

J(X)-g(X) = a(X)-e(X) + X" (a(X) - d(X) +b(X) - (X)) + X*" - b(X) - d(X)
= u(X) + 2" (w(X) — u(X) —v(X)) + X*"v(X)
wobei
u(X) = a(X)-c(X)
v(X) = b(X)- d(X)
w(X) = (a(X) +b(X)) - (e(X) + d(X))

Fiir die rekursive Anwendung dieser Idee im Maple-Programm karatsuba wird an-
genommen, dafl n eine Potenz von 2 ist, d.h. deg f,degg < 2™. Der Parameter
m wird im rekursiven Programm mitgefithrt. Startet man mit beliebigen input-
Polynomen, so wird in kara_mult das kleinste m bestimmt, sodafl diese Annahmen
zutreffen.

Idee und Programm lassen sich a_b}lf die Multiplikation von ganzen Zahlen iibertra-
gen, wobei das Phédnomen der “Ubertrége” (das es bei Polynomen nicht gibt) die
Sache technisch etwas verkompliziert, ohne dass sich am Grundsétzlichen etwas
andert.

karatsuba := proc(f,g,X,m)
local a,b,c,d,u,v,w,deg;

if m=0 then RETURN(fx*g) fi;
deg := 27 (m-1);

a := sum(’coeff(f,X,i)*X"1i’,’1’ —O .deg-1);
b := sum(’coeff (f,X, 1+deg)*X i’,7i’=0..deg-1);
c := sum(’coeff(g,X,i)*X"1’,’1i’=0. .deg-1);
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d := sum(’coeff(g,X,i+tdeg)*X"i’,’1’=0..deg-1);
u := karatsuba(a,c,X,m-1);

v := karatsuba(b,d,X,m-1);

w := karatsuba(a+b,c+d,X,m-1);
RETURN(eXpand(u+(w u-v) *X"deg+vxX~ (2%deg))) ;
end;

kara_mult := proc(f,g,var)

local df,dg,bound;

df := degree(f,var);

dg := degree(g,var);

bound := ceil(simplify(log[2] (max(df,dg)+1)));
karatsuba(f,g,var,bound) ;

end;

Komplexitétsanalyse (fir n = 2™):

Hn) = Anzahl der Additionen und Multiplikationen
") im Koeffizientenbereich bei input-Grad < n

Dann hat man die Rekursion
t(2n) =3-t(n) +0O(n) , t(1)=0O(1)

und damit

=| t(n) € O(n=2?)
im Gegensatz zu O(n'°621) = ©(n?) fiir die “Schulmethode”.

Weitere Bemerkungen zur Geschichte....
[13]

5.2.4 Rekursive Multiplikation von Matrizen

Die Multiplikation von zwei (n x n)-Matrizen erfordert, wenn man einfach die
Definition des Matrixproduktes algorithmisiert, einen Aufwand von n® Multipli-
kationen von Matrixkoeffizenten und etwa genausoviele Additionen. Als Konse-
quenz kann man die meisten der iiblichen Matrixoperationen, wie “inverse Matrix
berechenen”, “lineares Gleichungssystem lésen” mit einem Aufwand von O(n?)
arithmetischen Operationen im Koeffizientenring oder -korper 16sen. Es geht aber
besser! Dies stellte zum ersten Mal V. STRASSEN im Jahr 1969 in der Arbeit [20]
heraus.
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Ausgangspunkt: die Multiplikation von zwei (2 x 2)-Matrizen (iiber irgendeinem
(1) Ring) 148t sich mit 7 Multiplikationen im Koeffizientenbereich ausfithren —
statt mit 8 Multiplikationen nach der “Schulmethode”:

a1 ai2| |bir biz| _ |@1bin £ aizbar  anibiz + axnbso
a1 A2 ba1 oo a21bi1 + agobar  azbiz + axbao

_ {dn d12]
dy1  dag
Man berechnet zunachst 7 Produkte

= (a12 — ag2)(ba1 + ba2)

co = (a1 + ag) (b1 + ba2)
( )

(

1

c3 = (an — ag)(bi1 + bi2)
cy = (an +a)by
cs = an(biz — 522)
cg = ag (bor — bn)
c; = (a1 +ap)bn

und danach die diq, ..., ds durch

d11201—|—02—04+06 d12:C4+C5
d21:C6+C7 d22202—63+05—07

Der Witz der (rekursiven) Angelegenheit: die Koeflizienten a;j,b;,... konnen
selbst wieder Matrizen sein, d.h.

Reduktion einer Matrixmultiplikation fiir zwei (2n x 2n)-Matrizen
auf 7 Matrixmultiplikationen von (n x n)-Matrizen,
dazu 18 Additionen/Subtraktionen von (n x n)-Matrizen

Das nachfolgende Maple-Program benutzt diese Idee rekursiv und fiihrt die Strassen-
Multiplikation fiir zwei (n x n)-Matrizen mit n = 2™ aus:

strassen := proc(A::Matrix,B::Matrix,m)

local dim,A11,A12,A21,A22,
B11,B12,B21,B22,
Cc1,C2,C3,C4,C5,C6,C7,
D11,D12,D21,D22;

if m=0 then RETURN(A*B) fi;

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 7. Juni 2009



5.2 Beispiele 131

dim := 2" (m-1);

A11 := A[1..dim,1..dim];

A12 := A[1..dim,dim+1..2%dim];

A21 := A[dim+1..2%dim,1..dim];

A22 := A[dim+1..2%dim,dim+1..2%dim];
B11 := B[1l..dim,1..dim];

B12 := B[1..dim,dim+1..2%dim];

B21 := B[dim+1..2%dim,1..dim];

B22 := B[dim+1..2%dim,dim+1..2%dim];

Cl1 := strassen( A12-A22, B21+B22 , m-1);
C2 := strassen( A11+A22, B11+B22, m-1);
C3 := strassen( A11-A21, B11+B12, m-1);
C4 := strassen( A11+A12, B22, m-1);

C5 := strassen( Al1, B12-B22, m-1);

C6 := strassen( A22, B21-Bi1l, m-1);

C7 := strassen( A21+A22 , B1l1l, m-1);

D11 := C1+C2-C4+C6 ;

D12 := C4+C5 ;

D21 := C6+C7 ;

D22 := (2-C3+C5-C7 ;

RETURN( [[D11,D12], [D21,D2211);
end;

Komplexitétsanalyse (fir n = 2™):

Hn) = Anzahl der arithmetischen Operationen im Koeffizientenbereich fiir
| die Multiplikation von zwei (n x n)-Matrizen

Es gilt die Rekursion
t(2n) =7 -t(n) +18-n* |, t(1) =1

und die Losung verhélt sich so:

= | t(n) € O(nle7)

Beachte: log, 7 = 2.808... | Im Anschluss an die Arbeit von STRASSEN haben er
selbst und viele andere Autoren versucht, den Exponenten fiir die Komplexitét
der Matrixmultiplikation (obere Schranke) soweit wie moglich herunterzudriicken
- siche dazu Abschnitt 7.8 im Buch [14]. Seit 1982 steht der Rekord bei O(n*38),
gehalten von D. COPPERSMITH und S. WINOGRAD. Die Monografie [3] von P.
BURGISSER, M. CLAUSENund M. A. SHOKROLLAHI bearbeitet dieses schwierige
Thema profund.

Siehe auch [2].
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5.2.5 Ein SAT-Algorithmus

Das Problem SATISFIABILITY oder kurz SAT ist das NP-vollstindige Problem.
Es sind bis heute keine effizienten Algorithmen bekannt, um die Erfiillbarkeit
von aussagenlogischen Formeln (gegeben in Klauselform, konjunktiver Normal-
form) testen. Bei n Variablen benotigt das brute-force-Durchprobieren einen Auf-
wand von O(2"). Es geht aber besser. Ein wesentliche Schritt hin zu besseren
SAT-Algorithmen war das in [11] présentierte Verfahren von B. MONIENund E.
SPECKENMEYER.

Es bezeichne B = {0,1} = {false,true} = {f.t} = {T,L} die zweiclementige
boolesche Algebra mit den Operationen der Konjunktion (“und” ) A, Disjunktion
(“oder”) Vv, und Negation (“nicht”) —.

X, = {x1,29,...,2,} sei eine Menge von (booleschen) Variablen. Mit X, =
T1,T3,...,T, werden die negierten Variablen notiert, U,, = X,, U X,, ist die Menge
der Literale. Die Negation von negierten Literalen ist mit T = x erklért.

Formeln (in konjunktiver Normalform, CNF) sind folgendermassen definiert:

— Eine Klausel (iiber X,,) ist eine Menge von Literalen C' = {uy, us, ..., us} C
U,., wobei komplementére Paare x;, Z; nicht auftreten sollen.
Klauseln verstehen sich als Disjunktion ihrer Literale, d h. sie sind als

C=uVugV- -V ug

zu lesen. Fiir s = 0 wird die leere Klausel C' = () mit false identifiziert (=
neutrales Element bezgl. Disjunktion), oft auch als [J notiert.
C(X,) bezeichnet die Menge der Klauseln iiber X,

— Eine CNF-Formel (iiber X,,) ist eine Menge F' = {C},Cs,...,C;} von ver-
schiedenen Klauseln iiber X,,, zu verstehen als Konjunktion ihrer Klauseln

F201/\02/\/\Ct

Fiir ¢ = 0 wird die leere Formel F' = () mit true identifiziert (= neutrales
Element bezgl. Konjunktion).
F(X,) ist die Menge der Formeln tiber X,.

Jedes Element b = (by,bs,...,b,) € B™ definiert eine Bewertung der Variablen
durch
Op: Xy —Bix;—b (1<i<n)

Daraus ergibt sich eine Bewertung der Klauseln und Formeln, wie iiblich,
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— Fortsetzung von ¢y, zu einer Bewertung der Literale:

op : U, — B mittels ¢p(T) = ¢p(z) (x € X,)

— Fortsetzung von ¢y, zu einer Bewertung der Klauseln:

O C(Xp) = B:op(ug Vug V- Vug) = dp(ug) V op(ug) V-V op(us)

— Fortsetzung von ¢y, zu einer Bewertung der Formeln:

O F(Xy) =B :op(CrACoA -~ ACy) = dp(Cr) A dp(C2) A=+ A dp(Cy)

— Jede boolesche Formel F' € F(X,,) definiert somit eine n-stellige boolesche

Funktion
(F) :B" - B:b ¢p(F)

Theorem 27. Zu jeder n-stelligen booleschen Funktion f : B" — B gibt es eine
Formel F € F(X,,) mit (F) = f.

Das Problem SAT (SATISFIABILITY)
e Instanzen sind boolesche Formeln F' € F(X,,)
(n = Instanzengrosse)
e Entscheide, ob F' erfiillbar ist oder nicht,
d.h. ob es ein b € B" gibt mit ¢y (F') = (F)(b) = true oder nicht.
k-SAT ist analog zu SAT, aber mit hochstens k Literalen pro Klausel.

Theorem 28. SAT und k-SAT fiir k > 3 sind NP-vollstindige Probleme.
2-SAT ist effizient entscheidbar.

Es gibt also (derzeit) keine effizienten Algorithmen fiir SAT. Das brute-force-
Durchprobieren aller 2" Bewertungen hat hat eine worst-case-Komplexitéit von
2", es geht aber (etwas) besser. Dazu betrachten man partielle Bewertungen, also
Fuktionen, die nur einigen der Variablen einen Wahrheitswert zuordnen.

Eine partielle Bewertungen von X, ist eine Funktion v : U, — B U U,, mit
G(u) € {u,0,1} und (@) =9(0) (ue V).
— Fortsetzung zu einer partiellen Bewertung der Klauseln:

Y C(X,) — C(X,) U{t}:
Y(uy Vug V- Vug) =(uy) Vib(ug) V-V ah(us)
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— Fortsetzung zu einer partiellen Bewertung der Formeln:

v F(X,) — F(X,) :
W(CINANCy N+ NCy) =(C) AY(Cy) A+ A(Cy)

Nun kann man zu jeder Klausel C' = u; Vuy V -+ Vug € C(X,) s+ 1 partielle
Bewertungen definieren:

Yo : up — 0 Uy — 0 ug — 0
'lbli Uli—>1

¢21 U1P—>0 UQF—>1

%’3 U1|—>0 U2|—>0 Uj,1|—>0 Uj'—>1

Vg - up — 0 ug — 0 Ug_1 — 0 Ug — 1

Lemma 29. Fir jede Formel F € F(X,,) und jede Klausel C' € C(X,,) gilt:

mindestens eine der s + 1 Formeln

st erfiillbar < {wj(F) (0 < j <s) st erfillbar

Lemma 30. Fir jede Formel F' € F(X,) und jede Klausel C' € F gilt:

mindestens eine der s Klauseln

Fist erfillbar < {z/zj(F) (1 <j<s) st erfillbar

Bemerkung 13. Wichtig ist: in den Formeln ¢;(F') (1 < j < s) kommen hochstens
noch n — j verschiedene Variable vor! Ist F' eine k-SAT-Formel, so ist s < k. es ist
sinnvoll, eine Klausel mit kleinstmofglichen s zu wihlen.

Der Algorithmus 6 von B. MONIEN und E. SPECKENMEYER (1985) ist eine clevere
divide-and-conquer-Methode, um F' € F(X,,) auf Erfiillbarkeit zu testen:

Zur Aufwandsanalyse: jede Formel F' erzeugt einen “Rekursionsbaum” mit der
Wurzel F und den s < k Nachfolgeknoten mit Formeln v (F), ..., ¢s(F) wobei
1, (F') mindestens um j weniger Variable als F' hat. Bezeichne nun

— T(F) die Anzahl der Blatter im Rekursionsbaum mit Wurzel F' als Mass fiir
den Aufwand der divide-and-conquer-Methode, angewendet auf die Formel
F

— T'(n) das Maximum von T'(F') iiber alle F' € F(X,,).
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Algorithm 6 MS-SAT
procedure TEST(F) > Test F' for Satisfiability
if =0 then > Trivial case
return(true)
end if
if ' =01 then > Trivial case
return(false)
end if
select shortest C' = u; Vuga V---Vu, € F > Select clause
fori=1..sdo
if TEST(¢;(F)) then > Test subcases recursively
return(true)
end if
end for
return(false)
end procedure

Dann gilt im Fall von k-SAT-Formeln:

Tn)<Tn—-1)4+Tn—-2)+---+T(n—-s)
<Tn—-1)4+Tn—-2)+---+T(n—k)

Definiert man die C-rekursive Folge (tx(n)),>o mittels
tr(n) =t(n —1) +tx(n—2)+ -+ tpg(n—k) (n>k)

und mit Anfangswerten ¢4 (0), tx(1), ..., tx(k—1), fur die T'(j) < tx(y) (0 < j < k),
so gilt

T(n) <tr(n) firallen > 0.
Ist nun « die (eindeutige) im Intervall 0 < = < 2 liegende reelle Nullstelle des
Polynoms

28— =2 = — 2 — 1,

so gilt
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Einige Zahlenwerte:

k=1: 041:1
1 5
k=2: g = ¢ = +2\/_:1.6181...
k=3: asz = 1.8393. ..
k=4: oy = 1.9276. ..
k=5: as = 1.966. ..

Einie etwas genauere Betrachtung liefert fiir k-SAT-Formeln sogar
T(n) < tg—1(n) ~ gy (n— o)

Satz 31. Der Berechnungsaufwand T'(n) der divide-and-conquer-Methode in Anhingig-
keit von der Anzahl der Variablen n, angewendet auf k-SAT-Formeln, verhdlt sich
wie

T(n) < te1(n) ~ af_, (n — oo)

Fiir das NP-vollstdndige Problem 3-SAT hat man also die Schranke mit dem Gol-
denen Schnitt ¢:

T(n) <ty(n) ~¢" =(1.6181...)" (n — o0).

Auch die divide-and-conquer-Methode hat exponentielles Verhalten in der Varia-
blenanzahl n, aber der relative Aufwand (gemessen and der brute-force-Methode)
verringert sich exponentiell!

Einige Werte fiir k£ = 3:
n (¢/2)"
5 10.3465678100. ..
10 | 0.1201092469. ..
20 |0.0144262311. ..
50 | 0.0000249966 . . .
100 | 0.6248...-107°

5.2.6 Das Closest-Pair-Problem

Dieser Abschnitt orientiert sich an dem entsprechenden Kapitel aus dem Buch [12]
von Th. OTTMANN.

e Die Problemstellung:

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 7. Juni 2009



5.2 Beispiele 137

Abbildung 9: Eine Punktwolke in R?

— Gegeben: P endliche Menge von Punkten p = (p,,p,) € R?

— Gesucht:
6(P) = min{dist(p,q); p,¢ € P, p#q}

wobei dist(p, q) den euklidischer Abstand von p,q € R? bezeichnet.

Allgemeiner defeiniert man fiir endliche P, Q C R?

0(P,Q) =min{dist(p,q); pE P, q€Q, p#q}
also 0(P) = o(P, P)
e Algorithmisches Problem

— berechne 6(P) moglichst effizient
(evtl. auch: bestimme ein Paar p,q € P mit dist(p,q) = 0(P))

Eine naive Losung der Aufgabe geht so:

— berechne alle paarweisen Distanzen

{dist(p,q);p,ge P, p#q}

— berechne das Minimum dieser Menge
Die Komplexitat dieses Verfahrens ist
— fiir P = n: (}) Distanzen berechnen: O(n?)
~ Minimum in O(n?) Zahlen suchen: O(n?) Vergleiche
— insgesamt ein O(n?)-Verfahren

Man kann aber auch eine Divide-and-Conquer Ansatz verfolgen:
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— Zerlege P in zwei (ungefihr) gleich
— berechne (rekursiv) 6(FP),0(P,)
— berechne 6(FP,, P,)

grosse Teile Py, P,

— berechne §(P) = min (§(7),d(P,),8(P,, P,))

Dieser Ansatz fithrt — bei naivem Vorgehen zur Berechnung von §(F,, P,) — auf

eine Rekursion fiir den Aufwand t¢(n) an

mit einer Losung t(n) € O(n?)

2-t(n/2)+2-<

Operationen (bei §P = n)

n\ 2
1
)

Die eben beschriebene Divide-and-Conquer-Losung niitzt nicht die Tatsache aus,
dass es sich bei den Punkten um Elemente aus R? handelt!

Ein geometrisches Divide-and-Conquer-Verfahren beriicksichtigt diesen speziellen

Aspekt:

1. Zerlege P mit Hilfe des Medians m der z-Koordinaten der p € P in zwei

(ungefdhr) gleich grosse Teile

Pr={peP;p, <m}

P.={peP;m<p,}

Abbildung 10: Median-Zerlegung der Punktmenge

Bemerkung: Median-Berechnung fiir n Elemente geht in O(n)
2. Berechne (rekursiv) 6(F;),d(P,) und d = min(§(F,),0(P,))
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B el >
P, [4 = ° P, T
® Median L
[ ]
P o
d o“d
[ P L
[ ]
[ ]
[ ] [ J
[ ]

<d—>ed>

Abbildung 11: Rekursive Berechnung von 6(P)

3. Bestimme

Pl={peP;m—-d<p,<m} Pl={peP;m<p, <m+d}

4. Berechne §(Pg, P?) und somit
§(P) = min(d, §(P, P,)) = min(d, (P, P))

Vorsicht: auch PZ und P¢ kénnen noch O(n) Elemente enthalten!

ABER: zu jedem p € P{! kann es nur sehr wenige ¢ € P¢ geben, die "nahe” (~ d)
von p liegen:

1 [ ]
Median
d d
Py . P,
/’— g o
> S
~
Va »
7/ \
b \
/ \
1 \e
1 p \
! 1
: » !
\ -
\ d [ ] !
- [
[ 4
. /
/
\\ //
N - [ ]
—--d-——P>le—--d-—— >

Abbildung 12: Situation im zentralen Streifen
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1
Median b
P d 4
-7 L Pr(p) |
’ L) |
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I p

l““‘d-—-.-e ! \{
" 1 [}
i 1
3 O / 1
% K |
\ % (i
N e 1
T # [ ] \J

[ —-—-d-——>le—--d-—— >

Abbildung 13: Wenige Nachbarn im zentralen Streifen!

Aus der geometrische Situation folgt:

dist(p,q) <d = p,—d<gq,<p,+d
= qeP'n{gip,—d<g,<p,+d)}

Pi(p)

und damit hat man fiir §(F,, P,):

(P, P,) = 6(P, PY)
= min §(p, P?) = min §(p, P4(p))
pePy

d T
pEPZ

Aus der Geometrie folgt (grossziigig abgeschétzt!)

(x)  tP(p) <7

d.h. zu jedem p € P¢ gibt es hochstens sieben ¢ € P4 mit dist(p, q) < d,

Folgerung: Man muss bei geschickter (!!) Organisation der Daten nur O(n) Ope-
rationen durchfithren, um §(F,, P,) zu berechnen!

Eine geometrische Uberlegung zum Beweis von (*):

e Wieviele disjunkte, offene Kreisscheiben mit Radius R kann man in einem
(a x b)-Rechteck unterbringen?

Die Anzahl ist k(a,b, R) < 2%

-

e Wieviele verschiedene Punkte, die paarweise einen Abstand > d haben, kann
man in einem (a X b)-Rechteck unterbringen?
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Abbildung 14: Disjunkte Kreissscheiben in einem Rechteck

Abbildung 15: Punkte mit Mindestabstand in einem Rechteck

Die Anzahl ist < k(a+d,b+d,d/2) < —<“:_£§’;;;d>

Sind also die Elemente von P¢ nach y-Koordinaten sortiert

o P C R ORI ©
1 2 3 S
)< pP < pP < . <pl

und die Elemente von P4 nach y-Koordinaten sortiert

Pl g0 @ @0
1 2 3 t
< ¢ < ¢Y < < g

so treten Kandidaten fiir dist(p, ¢) in Blocken der Linge < 7 auf:

Pl 0 p® o
P R G R R e 1
P!(p)

Der Divide-and-Conquer Closest-Pair-Algorithmus sieht also so aus:
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ot

. Zerlege P mit Hilfe des Medians m der xz-Koordinaten der

p € P in zwei (ungefihr) gleich grosse Teile
P={peP;p,<m} P={peP;m<p,}

Berechne (rekursiv) §(F),d(P,) und d = min(6(F),d(P,))
Bestimme

Pl={peP,m—-d<p,<m} Pl={pecP:m<p,<m+d}

Sortiere P4 und P? nach den y-Koordinaten ihrer Elemente
Berechne §(P¢, P?) mit O(n) Operationen

T

5(P) = min(d, §(PY, P))

Die Komplexitét t(n) des cp-Algorithmus ergibt sich nun so:

Medianberechnung und Zerlegung P = P, W P, : O(n)
Herausziehen von P¢ und P?: O(n)

Sortieren von P und P¢ : O(nlogn)

Berechnen von §(P¢, PY) : O(n)

Divide-and-Conquer Rekursionsgleichung

t(n) =2t(n/2) + O(nlogn), t(2)=1

Verhalten der Losung der Rekursionsgleichung

t(n) € O(nlog®n)

Bemerkung: Man kann das Sortieren auf jeder Rekursionsstufe durch einmaliges
Sortieren zu Beginn und geschickte Verwaltung dieser Information ersetzen, da-
durch sogar Gesamtkomplexitit t(n) € O(nlogn) erreichen

5.2.7 Schnelle Fouriertransformation

Die Schnelle Fouriertransformation (FFT) wir im Rahmen der Algorithmen der
Arithmetik noch genau behandelt. Hier soll nur auf die Divide-and-Conquer-Idee
eingegangen werden.
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Ist a(X) =ag+ay X +as X?+ -+ a, X" ein (reelles oder komplexes) Polynom
n-ten Grades und ist ¢ eine komplexe Zahl, so nennt man das Berechnen der
Zahl

a§) =ao+aé+aé®+ - +a,&"

die Auswertung von a(X) an der Stelle £. Fiihrt man die Berechnung entsprechend
dem sogenannten “Hornerschema”

a(§) =ap+ (a1 + -+ (@1 + (an-1 +a, §) ) E. .)€

durch, so ben6tigt man dafiir n Multiplikationen und n Additionen von komplexen
Zahlen. Man kann zeigen, dass dies optimal ist! Dies ist einer der seltenen Félle,
in dem man die untere Schranke fiir die arithmetische Aufgabe exakt kennt.

Wertet man das Polynom a(X) an n + 1 verschiedenen Stellen &y, &,...,&, € C
simultan aus, d.h. betrachtet man die Abbildung

a()=ap+ a1+ ag € + -+ a, & — {a(&),a(&y), .. alE))

so kann man das natiirlich mit insgesamt n? Additionen und n? Multiplikationen
machen, indem man jeden dieser Werte separat berechnet

Diese simultane Auswertung léasst sich iibersichtlich als lineare Transformation von
C™*! darstellen:

16 & & g2 [a@)]
1 & &€ & ... ¢ al a(&1)
Lo & & gl =]«
haae el lue.

deren Transformationsmatrix

V(507 517 627 s 7571) = [ 61]] 0<i,j<n

eine VANDERMONDE-Matrix ist mit der

det V(£0,&1. 6, &) = [ & -4

0<i<j<n

Die Verschiedenheit der Interpolationsstellen garantiert gerade die Invertierbarkeit
der Transformation.
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Wichtig ist, dass man aus diesem Datensatz (a(&p), a(&1), ... a(&,)) das Polynom
a(X) (d.h., die Folge (ag, a1, . .., a,) seiner Koeffizienten) wieder eindeutig zuriick-
gewinnen kann: das ist die Aufgabe der Interpolation. Einen klassischer Weg weist
die Interpolationsformel von LAGRANGE:

o alE) - Hj;éi(X_fj)
a(X) = Z € e —e)

die quantitativ die Tatsache zum Ausdruck bringt, dass ein Polynom vom Grad
< n durch seine Werte an n + 1 Interpolationsstellen eindeutig bestimmt ist.
Dabei ist man (bis auf die Vreschiedenheit) in der Wahl der Interpolationsstellen
0,61, .., & € Cvollig frei.

Die Diskrete Fouriertransformation (DFT) legt, motiviert durch die Absicht, die
klassische kontinuierliche Fouriertransformation diskret zu approximieren, eine
spezielle Wahl der Interpolationsstellen fest:

Fiir N > 1 hat die Gleichung X" = 1 genau N komplexe Losungen:

_ i - 2r . . 27
1:w?v,wN,w]2V,w}°’V,...,w]]\\,7 1 wobei wN:e%’/N:cosN—i-z-sm—.

N

Diese Menge nennt man die Menge der komplexen N-ten Einheitswurzeln, kurz
mit Ry bezeichnet.

Definition 11. Die (komplexe) Diskrete Fouriertransformation (DFT) der Ord-
nung N ist die lineare Transformation:

DFTy : CN — CV : {ag,ay,...,ay_1)) — {a(wl), a(wy), a(wk), ..., alwy ™)),
wobei a(X) =ag+a; X 4+ - +ay_ XV L.

Mit DFTy soll auch die Matrixdarstellung dieser Transformation bezeichnet wer-
den, also (mit w = wy):

11 1 1 .. 1 ]| [ a(1) ]
1w w? w3 v Wt @ a(w)
1 w? wl Wb WHD @ aw?)
. . aS -
1 WN-1 2(N=1)  AN-1) S(N=1)? a<wN—1)
Nl —~ - _(INfl_ - -

DFTy = V(W w' w? ...,V

wobei also
DFTy = V(W W' w?, .. 0V
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Die Transformationsmatrix hat eine sehr spezielle Struktur.

Lemma 32. Je zwei verschiedene Zeilen der Matriv DFTy = V (W0, wt, w?, ... w1

sind orthogonal.

Zum Beweis betrachte man das (komplexe!!) Skalarprodukt der (j + 1)ten mit der
(k + 1)-ten Zeile:

Ni i NZ e [N falls j =k
w .
il = falls j # k

Der erste Fall (j = k) ist klar wegen w% = 1, der zweite ergibt sich aus der

endlichen geometrische Reihe:

TR s A Sl O
Z j—k j—k 0 U
I 1 —wy 1 —wy

Definition 12. A = [a;;],, ., sei eine Matrix mit komplexen Koeffizienten.

1. Die Matrix

Al =

kox ]1§i,j§n )
die aus A durch Transposition und komplexe Konjugation hervorgeht, wird
als die zu A adjungierte Matriz bezeichnet.

2. Die Matrix A ist wnitdr, wenn ihre adjungierte Matrix auch ihre inverse
Matrix ist, d.h. AT = A1

Bemerkung 14. Unitdre Matrizen sind im Bereich der Matrizen mit komplexen
Koeffizienten genau das, was orthogonale Matrizen im Bereich der Matrizen mit
reellen Koeffizienten sind. Die unitdren Matrizen sind genau diejenigen Matrizen,
deren séamtliche Eigenwerte auf dem komplexen Einheitskreis liegen. Eine besonde-
re Bedeutung haben unidre Matrizen in der Informatik fiir das Quantencomputing:
unitdre Transfromationen sind genau die Zustandstransformationen, die auf eine
Quantencomputer moglich sind. Von daher ist die folgende Aussage von besonde-
rer Wichtigkeit:

Folgerung 33. Die DFT-Matrizen (Transformationen)

1 1
—— DFTy = — - V(W wh, o?, . WVt

sind unitdre Matrizen (Transformationen).
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In der Tat: da DF'Ty eine symmetrische Matrix ist, gilt
DFT}, = V(w % w™ w2, w ") = [ 0]
und Lemma 32 besagt:
DFTy - DFT}, = N -1y.
Somit gilt

1 1 f
— .DFTy- | — - DFTy | =1y,
VN N (m N> N

oder anders geschrieben
_ 1
DFTy' = - DFTY}.

Folgerung 34. Die zur Transformation DFTy inverse Transformation DFTy'
ist ist (bis auf die Multiplikation mit der Konstanten 1/N und dem Ersetzen von
wy durch w;,l) wieder eine DF Ty .

Beispiele fiir DFT-Matrizen

on=2
1
DFT, =
—1
en=23
1 1 1 1 1 1
DFIT5=1|1 ws w§ =11 ws w%
1 Wi ws 1 W ws
mit wy = Y3 2 = Z1-iv3
en=414
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 i & 43 1 ¢ 2 43 1 i -1 —i
PEL= o o Pl 0 2 [T)1 -1 1 1
1 3 ¢ 1 3 42 4t 1 - =1 3
en=>5
1 1 1 1 1 11 1 1 1
1 ws w2 wd Wi 1 ws w2 wi wi
DFTs= |1 w? wi wf wd | =1 w? w ws W3
1 wd Wl Wl wi? 1 WP wsy wi w?
1 wi Wl wi? wit 1 wi wd W ws
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mit
VE—1+ivV2vV5+5
Wy = 4
e n==~06
1 1 1 1 1 17 1 1 1 1 1 17
1 wg wgi w% w‘é u{% 1 wg wé —1 w‘gl w:g’l
1wy wyg wg wg wg 1 wg wg 1 wg wg
DFIe=| wp Wl ow) Wi WPl -1 1 11 -1
1 wp W wi? Wit Wi 1 wp wi 1 wf Wi
| 1 wg-’ wéo wé5 w%o wg‘r’ 1 11 wg-’ wé 1 wg we |
mit
RV s 140V
g —1—i-V3 5 1—i-V3 5
e =28 ~ _
1 1 1 1 1 1 1 1
1 wg i wi -1 wi —i wf
1 1 —1 —1 1 1 —1 —
1 wd —i ws —1 wf i wd
DFTy = 8 8 8
8 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1w i wl -1 wy —i wd
1 —2 -1 7 1 — -1 1
1wl - owl -1 wi i ws
mit
ws wg = :wg—\/§
V2 V2
-1 -z 1—1
wh = = —ws wp = —ws—i-V2

V2

Die Schnelle Fouriertransformation beruht nun auf der Tatsache (vermutlich zuerst

von C. F. GAUSs 1805 bemerkt,

aber erst im Nachlass 1866 veroffentlicht und nicht

beachtet, “neu erfunden” in dem vielzitierten Artikel [5] von J. W. COOLEY und
J. W. TUKEY, siche auch [4]), dass man bei dieser Wahl der Interpolationsstellen
eine interessante Rekursion einleiten kann:
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Will man ein Polynom a(X) = 2110_ "ax X% vom Grad < 2N an den 2N Interpo-
lationsstellen why (0 < k < 2N) auswerten, so kann man a(X) zerlegen:

a(X) :?0 + a2X2 +&4X4 + .+ aQN_2X2N—21

-~

aeven<X2)
+ X (a1 + a3z X+ as X+ 4 aan XV

N

-~

aodd(X2)
Damit ist aber
G(WIQCN) = aeven(nglif) + wl2€N : aodd(ngk\f)
Beachtet man nun noch die simple Tatsachen

2%k _ 2m(2k)/2N) _ 2mk/N _ K

WaN = Wy
und
N+k _ Nk _ ko k
Won = Won "Won = W2 Wy = —Wap,

so ergibt sich folgendes

e Rekursives Schema fiir die Berechnung von D F'T5:

— berechne (aeven(w'fv))o<k<N = (ay,ay ...,dy_;) mittels DFTy

— berechne (aodd(w]"{,))0<k<N = (aj,a)...,ay_,) mittels DFTy

— berechne fiir 0 < k£ < 2N
! k "

a(WSN) = a;c + W]2€N : alkl a(wévj\?k) = A — Wy - Ay,

Symbolisch geschrieben:
DFTQN(a) = DFTN(aeven) Xk DFTN(aOdd)

wobei X ist die sogenannte “butterfly-Operation” ist:
a(Wyy) LW Geven (W)
= 0<k<N
(i) = (0 %) (i) orem

Abbildung 16 ist eine schematische Darstellung des Rekursionsschritts.

Die rekursive Anwendung dieser Idee bezeichnet man als Schnelle Fouriertransfor-
mation (FFT) - siche Algorithmus 7.
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a ay a2 as azy; A2)41 Aop—2  A2p—1
| | | |
I [ [ !_
[ [
! I f b o
0 0 0 0 1
al)] ) agc] Gy, ay @ ay, n—1
DFT(n) DFT(n)
(0] 0] [0] 0] 1] (1] (1] [1]
@ (0% Oflk Ofiz—l @ (0% ‘llk Ofn—l
| [ [ I
I
]|
1] ]
Vv
=
1 ]
l 1 |
Q) (051 Qg Qp—1 ap  Opgl Ak Qop—1

Abbildung 16: FFT-Rekursionsschritt

A

Abbildung 17: FFT-Schaltkreis

5 DIVIDE-AND-CONQUER-REKURSIONEN 7. Juni 2009



5.2 Beispiele 150

Algorithm 7 Schnelle Fouriertransformation

procedure FFT(A :: list, k :: integer) > Fast Fourier Transform of order 2%
N « 2F
if k£ =0 then > base case
return(A)
end if
wp, < exp(2mi/N)
w1
Aeven, <— [A[0], A[2], ..., A[N — 2]]
aodq < [A[1], A[3], ..., A[N —1]]

Yeven — FFT (aepen, k — 1) > recursive call
Yodd < FFT(aoda, b — 1) > recursive call
for t =0..(N/2) — 1 do > butterfly operation

y[t] < Yeven [t] + W Yodd [t]
y[t + (N/Q)] A yeven[t] —w- yodd[t]
W — W - wy
end for
return(y)
end procedure

Abbildung 17 ist eine grafische Darstellung der FFT fiir N = 8 als Schaltkreis.

Der Aufwand F(N) zur Berechnung von DFTy bei rekursiver Verwendung dieser
Idee, gemessen in arithmetischen Operationen mit komplexen Zahlen, geniigt also
einer Rekursionsgleichung

F(2N) =2 F(N) + O(N)
und das fithrt auf F(NV) € O(N -log N).

Satz 35. Die (komplexe) Diskrete Fouriertransformation DF Ty der Ordnung N
lasst sich mittels FFT mit O(N -log N) arithmetischen Operationen berechnen.
Die gilt auch fiir ihre Umkehrung DFTy'.

5.2.8 Noch schnellere Multiplikation von Polynomen und Zahlen

Im Abschnitt 5.2.3 wurde das Verfahren von KARATSUBA zur Multiplikation von
Polynomen vergefiihrt, dass in seinem asymptotischen Verhalten deutlich besser
ist als die “Schulmethode”. Dieses Verfahren lasst sich mit kleinen Modifikatio-
nen, aber denselben asymptotischen Aussagen, auf das Multiplizieren von ganzen
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Zahlen tibertragen. Eine der wichtigsten Anwendungen der Schnellen Fouriertrans-
formation besteht darin, den Aufwand fiir das Multiplizieren von Polynomen noch-
mals drastisch zu beschleunigen. Die gleich Idee lasst sich auch auf das Multiplizie-
ren von ganzen Zahlen iibertragen, dabei gibt es aber technische Komplikationen,
die nicht ganz so leicht auszurdumen sind.

Die grundlegende Tatsache ist wiederum:

e Ein Polynom f(X) =", f;X* vom Grad < n ist durch seine Auswertungen
an n + 1 “Interpolationsstellen” eindeutig bestimmt.

Daraus ergibt sich fiir die Aufgabe der Polynommultiplikation:

e Hat man zwei Polynome f(X) = 3" fiX", g(X) = > 7 g; X7, beide vom
Grad < n zu multiplizieren, so ist das Produkt ein Polynom vom Grad < 2n:

h(X) :Z (Z fi'gj> X"

Das gesuchte Polynom h(X) ist durch seine Werte an < 2n + 1 Interpolati-
onsstellen &y, &y, ..., , &, eindeutig bestimmt und fiir diese gilt

h(&k) = f(&) - 9(&) (0 <k <2n).

Die fiihrt zu folgender Alternative zur “Schulmethode”:
e Multiplikation durch Auswertung und Interpolation

— Wihle 2n + 1 Interpolationspunkte &y, &1, ..., , &, und werte die Poly-
nome f(X) und ¢g(X) an diesen Stellen aus:

g(X) = <g<€0)7g<§1)7 ce 7g(£2n>>

— Multipliziere paarweise die entsprechenden Auswertungen

(f(&r), (&) = f(&k) - 9(&k) = M(&) (0 <k <2n)

— Gewinne aus (h(&), h(&1), ..., h(&2,)) die Koeffizienten des Polynoms

BX) =3 hXE = F(X) - g(X)

mittels Interpolation.
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e Schema der Polynommultiplikation mittels Auswertung und Interpolation

Koeflizientenbereich Wertebereich
Auswertung (f(X),9(X)) — ((f(&r))o<k<zn, (9(&k))o<k<2n)
| Faltung L Bmese
Interpolation h(X) —  (h(&))o<k<an = (f(&k) - 9(&k))o<k<2n

Auch wenn dieses Verfahren korrekt ist, so ist doch keineswegs klar, dass es vom
Rechenaufwand her etwas “bringt”. Tatséchlich tut es das in dieser Allgemeinheit
noch nicht! Dazu muss man nur eine oberflachliche Bilanz ziehen:

e Die direkte Berechnung der 2n + 1 Koeffizienten von h(X) mittels der iibli-
chen “Faltungsformel” benétigt (n + 1)? Multiplikationen und etwas genau-
soviele Additionen im Koeffizientenbereich.

e Fiir den alternativen Weg:

— Die Auswertung von f(X) und ¢g(X) an 2n + 1 Interpolationsstellen
kosten 2(2n + 1) - n Multiplikationen und genausoviele Additionen im
Koeffizientenbereich.

— Fir die Berechnung der h(&;) = f(&) - g(§) bendtigt man 2n + 1
Multiplikationen.

— Die Interpolationsaufgabe kann man bei geschickter Divide-and-Conquer-
Aufteilung mit etwa 7(n + 1)* Additionen und Multiplikationen 15sen

— Per saldo hat man also etwa 11n? arithmetische Operationen zu veran-
schlagen. Das deutlich mehr als bei der “Schulmethode”!

Die Sache wird interessant, wenn man nun fiir die Auswertung und die Interpo-
lation die Schnelle Fouriertransformation ins Spiel bringt. Dazu sollen nun f(X)
und ¢(X) Polynome vom Grad < N sein, wobei N eine Potenz von 2 ist. Dann
ist h(X) = f(X) - g(X) ein Polynom vom Grad < 2N und es man kann h(X)
durch Interpolation an den 2/N-ten Einheitswurzeln (wéN)O <r<gn berechnen. Die-
se Transformation ist aber im wesentlichen wieder eine DFT der Ordnung 2N,
siehe Satz 34, also auch mittels FF'T berechenbar! Das Verfahren und seine Ko-

stenbilanz sehen dann so aus:
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e Polynommultiplikation mittels FFT
— Die Auswertung von f(X) und ¢g(X) an 2N Interpolationsstellen

(W5n) gy mittels FFT kosten 2-O(2N -log(2N)) = O(N -log N)
arithmetische Operationen

— Die Berechnung der h(wiy) = f(why) - g(why) fiir 0 < k < 2N
erfordert 2/N Multiplikationen.

— Die Interpolationsaufgabe ist eine FFT-Riicktransformation der
Ordnung 2N, was noch einmal ©(2N - log(2N)) = O(N - log N)
arithmetische Operationen erfordert

— Per saldo hat man also ein Verfahren mit einer arithmetische
Komplexitdt von (N -log N), und das ist nicht nur klar besser
als die “Schulmethode”, sondern auch noch deutlich besser als das

Verfahren von KARATSUBA.

Satz 36. Das Produkt von zwei (komplezen) Polynomen vom Grad < N lisst sich
mit einem Aufwand von O(N -log N) an arithmetischen Operationen (mit kom-
plexen Zahlen) berechnen.

Kommentar 15. Die Idee der Multiplikation mittels FFT-Evaluation und FFT-
Interpolation ldsst sich auch auf das Multiplizieren von ganzen Zahlen iibertragen.
Das ist nicht verwunderlich, da ja ganze Zahlen in Basis b-Darstellungen nichts
anderes sind als Auswertungen eines Polynoms an der Stelle b. Die Verhéltnisse
liegen aber komplizierter: das liegt an dem listigen Problem des Ubertrags, aber
auch an der Tatsache, dass man nicht so ohne weiteres die komplexen Einheits-
wurzeln als Auswertungspunkte einsetzen kann. Man kann diese Probleme aber
mit deutlichem Mehraufwand an Theorie, aber nur bescheidenem Mehraufwand
an Rechen-Komplexitét 16sen. Dies fiihrte zu folgendem Resultat:

Es gibt einen FFT-basierten Algorithmus zu Multiplikation von N-bit-
Zahlen, der einen asymptotischen Aufwand von O(N -log N -loglog V)
Bit-Operationen hat.

Dieses Ergebnis der beiden deutschen Mathematiker A. SCHONHAGE und V.
STRASSEN aus dem Jahr 1971 war lange Zeit der “Weltrekord” fiir das (asym-
ptotisch) schnellste Multiplikationsverfahren fiir ganze Zahlen.

Fehlt noch: Bemerkung zum Resultat von M. FURER.
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5.3 Dynamisches Divide-and-Conquer: Quicksort

Das 1962 von C.A.R. HOARE veroffentliche Sortierverfahren QUICKSORT ist eine
der bekanntesten, effizientesten und schénsten Methoden der Algorithmik iiber-
haupt. Der Algorithmus selbst wird als bekannt vorausgesetzt. Hier geht es nur
um die Komplexitatsanalyse.

QUICKSORT ist ebenfalls ein Divide-and-Conquer-Verfahren, aber im Gegensatz
zu allen bisher behandelten Algorithmen werden hier bei einem Rekursionsschritt
aus einem Problem gegebener Grosse N nicht immer Subprobleme fester Grosse
(relativ zu N) erzeugt, sondern die Grosse der Subprobleme ist datenabhingig (und
meist noch iiber einen Zufallsgenerator randomisiert). Daher bekommt man bei der
Komplexitidtsanalyse nicht eine uniforme worst-case-Aussage, sondern man muss
iiber die moglichen auftretenden Félle beim erzeugen der Subprobleme mitteln:
man erhélt also eine average-case-Aussage.

Tatséchlich ist das worst-case-Verhalten von QUICKSORT schlecht: O(n?) Ver-
gleichsoperationen fiir das Sortieren von Listen der Lénge n. Im average-case da-
gegen ist QUICKSORT sher gut und erreicht O(n - logn), wie andere “optimale”
Sortierverfahren (wie z.B. MERGESORT oder HEAPSORT).

Das Herzstiick von QUICKSORT ist die Prozedur SPLIT (oft auch PARTITION ge-
nannt). Dazu folgende

Definition 13. Es sei a = (ay,as,...,a,) eine Liste von Elementen aus einer
totalgeordneten Menge?* (A4, <). Das Element a; in der Position k ist ein Splitter
fiir @, wenn gilt

a; < ap <a; fiirallei<kund alle j > k.

Ist ay ein Splitter fiir a, so kann man das Sortieren der Liste a durch einen divide-
and-Conquer-Ansatz erledigen, indem man die beiden Teillisten

a' = (ay,ay,...,a0p_,) und a" = (api1, Qpsa, ..., an)

in-place separat sortiert — denn das Element a; steht beziiglich des Sortierens
bereits an der richtigen Stelle. Schematisch

SORT(a) = (SORT(a'), aj, SORT(a"))

Beispiel 6. - (3,1,2,4,7,5,6) hat 4 als Splitter

4Es geniigt, sich hierfiir ganze Zahlen vorzustellen.
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- (5,1,2,4,7,3,6) hat keinen Splitter
- (1,2,3,4,5,6,7) hat alle 7 Positionen als Splitter

Um mittels Splittern ein Divide-and-Conquer-Verfahren fiir das Sortieren zu eta-
blieren, miisste man eine Methode haben. um einen Splitter in einer Liste zu finden.
Das Problem ist nur:

e Splitter sind selten! Die “meisten” Listen haben iiberhaupt keinen Splitter.

Man kann das quantifizieren. Dazu betrachtet die Menge S, aller n! Permuta-

tionen einer n-elementigen totalgeordneten Menge, z.B. der Zahlen {1,2,...,n}.
Offensichtlich gilt:

— Die Position k ist ein Splitter in (kK — 1)!- (n — k)! Permutationen aus S,,.
— Die Gesamtzahl s, der Splitter in S,

—Z —D!'n—=Fk)!=n-1)!-

=N A S
1M1
VRS
3
EnE
—_
~_
L

Das Problem ist nun: wie geht man mit einer Summe

i_i_i_i_...i
G @ 0

um? Der Schliissel liegt in der Aussage®

1 a+0b\ " ! b
R — = t*(1—1t)°dt
a+b+1( a ) /0 ( )

die man leicht per Induktion iiber a + b beweisen kann. Also ist:

bn::i(Z) n+1/oZtk — )kt

k=0

J/

an

Es ist eine einfache Aufgabe, zu zeigen, dass die Zahlenfolge (an)n20 einer einfachen
Rekursion geniigt:

ay, 1
a = — ag =1
n+1 2 + n + 2 9 0
Sei nun 5, die mittlere Anzahl von Splittern in S, d.h.
— Sn bnfl
Sn = —‘ = = a’l’L—l
n! n

5Das bezeichnet man als Beta-Integral. Die Aussage war schon EULER bekannt.
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Dann geniigt also die Folge (3,),,-, der Rekursion

_ §n+ 1
Sp41 = —
L S |

, S1= 1
und daraus ergibt sich
lim n-5s, = 2.

n—oo

Satz 37. Fir die mittlere Anzahl von Spittern in einer Permutation aus S, gilt

Sp o~ —.

n

Da es hoffnungslos wenig Splitter gibt, muss man etwas tun, um sich Splitter zu ver-
schaffen. Es war die geniale Idee von HOARE, mittels eine einfachen Umordnung
einer zu sortierenden Liste das Vorhandensein eines Splitter in einer bekannten
Position zu garantieren. Dieses leistet der Algorithmus SPLIT, siehe Algorithmus
9, der die Prozedur swapP (Algorithmus 8) benutzt. Wichtig hierbei ist: das hier
(zufillig gewahlte) Pivot-Element wird benutzt, um mit n — 1 Vergleichsoperatio-
nen eine (Teil-)Liste A[left..right] so umzuordnen, dass danach das Element in der
Pivotposition pivotpos ein Splitter fiir die umgeordnete (Teil-)Liste A'[left..right]
ist.

Algorithm 8 Vertauschen von zwei Listenelementen

procedure SWAP(A :: array(integer), u,v :: integer)
local tmp
if not u = v then
tmp — Alul
Alu| — Alv]
Alv] « tmp
end if
return(A)
end procedure

Zu beachten ist: je nach Ausgangsliste A[left..right] und nach Auswahl des Pi-
votelements ist die Lange der in A’[left..right] vor und nach dem Pivot-Element
befindlichen Teillisten unterschiedlich gross.

Man kann nun ein Sortierverfahren durch rekursive Anwendung der Splitter-Idee
definieren. Algoriothmus 10 beschreibt rekursives QUICKSORT fiir eine Teilliste
einer Liste, Algorithmus 11 beschreibt schliesslich das komplette Sortierverfah-
ren.
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Algorithm 9 Splitten einer Liste mit randomisiertem Pivotelement

procedure SPLIT(A :: array(integer), left, right, pivotpos :: integer)

local ¢, 7, r
r «— rand(left..right)()
SWAP(A, left,r)
1« left
for j = left + 1..right do
if A[j] < A[left] then
1+—1+1
SWAP(A, 1, j)
end if
end for
SWAP(A, left, 1)
pLvotpos «— 1
end procedure

Algorithm 10 Quicksort rekursiv

procedure QKSORT(A :: array(integer), left, right :: integer)
local &
if left < right then
SPLIT(A, left, right, k)
QKSORT(A, left, k — 1)
QKSORT(A, k + 1, right)
end if

end procedure

Algorithm 11 Quicksort

procedure QUICKSORT(A :: array(integer))
QKSORT(A, 1, length(A))
end procedure
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Nun zur Analyse des Laufzeitverhaltens von QUICKSORT, gemessen in Vergleichs-
operationen. Wie erwdhnt, muss man hier probabilistisch vorgehen und iiber alle
Eingabelisten und alle moglichen Auswahlen von Pivotelementen mitteln.

— Als Eingabelisten nimmt man {iblicherweise alle Permutationen aus S,, mit
Gleichverteilung, das ist das sogenannte Permutationsmodell.

— PARTITION wahlt aus der zu sortierenden Liste zufillig und mit Gleichver-
teilung eines der Elemente aus der Liste als Pivotelement aus.

Es bezeichne unter diesen Voraussetzungen

V quick(n) : die mittlere Anzahl von Vergleichoperationen des Algorith-
mus QUICKSORT fiir Listenldnge n

Es ist intuitiv klar (und l&sst sich leicht numerisch untermauern), dass unter den
genannten Voraussetzungen folgendes gilt:

Nimmt man eine zufillige Permutation o € §,, und wéhlt ein zufélliges
Element k € {1,2,...,n} als Pivotelement, so erzeugt PARTITION eine
(gleichverteilt) zufillige Permutation o* € S,_; und ein (gleichverteilt)
zufillige Permutation o” der (n — k)-elementigen Menge {k + 1,k +
2,...,n}. Symbolisch:

o (o' ko)

Daraus ergibt sich die Rekursionsgleichung:

Satz 38.

unick( ) TL - 1 + - Z {unlck + unlck( k)}

Man kann das offenbar vereinfachen zu

unick (n) n - 1

-1
quulck n > 2)7 unick<1) =0
k=0

3Il\3

Fiir die weitere Analyse wird jetzt F(n) an Stelle von Vg (n) geschrieben, al-
S0

Es ist niitzlich, sich erst einmal anhand numerischer Werte einen Eindruck vom
Verhalten dieser Folge (F(n)),,-, zu verschaffen.
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F(1) = 0

F2) = 1

F(3) = 8/3=266...

F(4) = 29/6=483...

F(5) = 37/5="74

F(6) = 103

F(7) = 1348...

F(8) = 16.92...

F(9) = 20.57...
F(10) = 30791/1260 = 24.43...
F(100) = 647.85...
F(1000) = 10985.9...

Tatséchlich werden wir zeigen:

Theorem 39. Bezeichet H, die n-te harmonische Zahl, so gilt fiir die mittlere
Anzahl der Vergleichsoperationen von (QUICKSORT

Vaie(n) = F(n) =2(n+1) H, —4n.

Damit kann man leicht auch den Funktionsverlauf fiir grolere n verfolgen:

F(10*) = 155771.6...
F(10°) = 0.2018...107
F(10°) = 0.2478...10°
F(10") = 0.2939...10°
F(10*) = 0.3399...10"
F(10%) = 0.3860...10""
F(10") = 0.4320...10"

Beweis. (von Theorem 39)

Zunéchst schreibt man die Rekursionsbeziehung
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in der Form .
n F(n) :n(n—l)—l—ZZF(i—l) (n>0)

und zieht diese Gleichung, aber mit n durch n — 1 ersetzt, also

n—1

(n—1)Fn-1)=mn-1)(n-2)+2> Fli—-1) (n>0)

i=1
von der vorigen Gleichung ab. Man erhélt

nFn)—(n—1)Fn—-1)=2(n—-1)+2F(n—1)
Das ergibt

nFn)—(n+1)F(n—-1)=2(n-1).

Dies ist eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung mit polynomialen Koeffizi-
enten. Ersetzt man F'(n) durch (n+ 1) G(n), so geniigt diese neue Funktion G(n)
einer linearen Differenzengleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
2(n—1)

G(n)—Gn—1) = nntl)

(n>0), G0)=0
Hier kann man zweimal den “Teleskop-Trick” spielen:

G(n) = Z {G() =G = 1)}

L 20-1)
B Zi(i—i—l)

i=1

- 2 1
B QZ{iﬂ_Z}
2

- 2 1
= 9 _Z 2 il
Z{m Z-}+

und somit

Fn)=n+1)Gn)=2(n+1)H,—4n~2nlnn € O(n-logn) O
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5.4 Eine nichtlineare Rekursion fiir binidre Baume

Nicht alle wichtigen Rekursionen sind linear! Es gibt auch Fille, die sich prinzipi-
ell nicht mit linearen Rekursionen und deren wohlverstandenen Losungsmethoden
behandeln lassen. Ein solcher Fall, der fiir die Informatik von zentralem Interesse
ist, namlich bindre Bdume wird in diesem Abschnitt behandelt.

Definition 14. Die Menge B der Bindrbiume ist durch die rekursive Struktur-
gleichung
B={O}+BxB

definiert, d.h. ein Bindrbaum ¢ ist

— entweder der Baum, der nur aus dem Blatt (dusserer Knoten) [J besteht und
keine inneren Knoten hat, also t = [,

— oder ein Paar (ty,t,) von Bindrbaumen, genannter linker (¢,) und rechter (¢,)
Teilbaum von t; kurz t = (ty,t,).

Anschaulich stellt man sich (¢, ¢,) als einen Baum vor, der aus einer Wurzel (inne-
rer Knoten) besteht, an den die beiden Teilbdume ¢, und ¢, (in dieser Reihenfolge)
angehéngt sind. Daher gilt:

— Die inneren Knoten von ¢ = (#,,¢,) sind die inneren Knoten von ¢, die von
t,, sowie die neue Wurzel

— Die dusseren Knoten (Blétter) von t = (¢, ¢,) sind die dusseren Knoten von
t, und die von t,.

Es ist klar, dass ein Bindrbaum mit n inneren Knoten genau n + 1 dussere Knoten
hat.

Hinweis: siehe Folien fiir Beispiele‘

Definition 15. Fiir n > 0 wird mit B,, die Menge der Bindrbdume mit n inneren
Knoten notiert. b, = #8,, ist die n-te CATALAN-Zahl (auch EULER-SEGNER-Zahl).

Die Folge (by)n>0 = (1,1,2,5,14,42,132,...) wéchst sehr rasch! Die Anzahlen b,
lassen sich rekursiv berechnen, indem man die Strukturgleichung in eine Anzahl-
gleichung iibersetzt. Es gilt

B, = {00}
Bup1 =By x By + By x Byy+ By x Byg+ -+ By x By= Y _ BixB;

i+j=n
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und das iibertrégt sich zu

Satz 40. Die Folge (b,),,~, der CATALAN-Zahlen geniigt der Rekursion

b(]:l,
byy1 =bo by + b1 - bpyr + -+ by - by = Z b; - b;.

i+j=n

Das ist eine quadratische Rekursion und sie ist, im Gegensatz zu den bisher be-
handelten C-Rekursionen eine full-history-Rekursion, d.h. in die Berechnung von
bn11 gehen alle Vorgangerwerte by, by, ..., b, mit ein. Das alleine besagt aber noch
nicht, dass diese Folge nicht C-rekursiv ist! Tatséchlich werden wir sehen, dass es
prinzipiell keine C-Rekursion fiir diese Folge geben kann. Tatséchlich gib es eine
sehr einfache Rekursion, aber nicht mit konstanten Koeffizienten, wie bisher.

Satz 41. Die Folge (bn)n20 der CATALAN-Zahlen geniigt der Rekursion

Dies ist eine Rekursion mit polynomiellen Koeffizienten, kurz eine P-Rekursion.
Sie war iibrigens schon EULER bekannt, auch wenn er keinen in unserem Sinne
“richtigen” Beweis dafiir angegeben hat.%

Man stellt durch eine einfach Induktion fest, dass sich daraus eine “schone” Formel
ergibt:

Satz 42. Fiir die CATALAN-Zahlen (b),,~q gilt:
- L (2n\  (2n)!
" n4+1\n/)  (+Dinl

Aus dieser Formel folgt natiirlich ihrerseits sofort wieder die vorhergehende P-
Rekursion. weiter unten werden zwei vollig verschiedene Beweise fiir diese explizite
Formel gegeben werden. Zuvor soll aber eine Konsequenz fiir das asymptotische
Verhalten gezogen werden. Dazu wird an die STIRLING-Formel erinnert:

nl ~ <ﬁ>n 2mn
e

Damit ergibt sich durch Einsetzen und Vereinfachen ohne viel Zutun:

6Siehe [7] fiir die spannende Geschichte dieser Zahlen.
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Satz 43. Fiir das asymptotische Verhalten der CATALAN-Zahlen (b)), gilt

4n

mTn3

by, ~

Das beschreibt also ein exponentielles Wachstum mit einem Korrekturterm /7 n3
im Nenner. Ein solches Verhalten ist bei C-rekursiven Folgen aber unmoglich! Al-
so ergibt sich aus der Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Beweis der
obigen Behauptung:

Satz 44. Die Folge der CATALAN-Zahlen (by), . ist nicht C-rekursiv.

Nun zu den beiden angekiindigten Beweisen fiir die CATALAN-Formel aus Satz
42. Der erste Beweis ist knapp und elegant. Er benutzt Potenzreihen und die
Losung einer quadratischen Gleichung. Der zweite Beweis beschreibt (per linearer
Codierung) binére Biime als Worter einer Formalen Sprache. Diese Sprache ist
kontextfrei, aber nicht requldr, was der tiefere Grund dafiir ist, dass das asympto-
tische Verhalten anders ist, als man es von reguldren Sprache und den mit ihnen
verbundenen C-Rekursionen gewohnt ist.

5.4.1 Erster Beweis fiir die Catalan-Formel

Betrachte wir fiir die Folge der CATALAN-Zahlen (b,),, die Potenzreihe
b(z) = Z b, 2",
n>0

dann lasst sich die Rekursion von Satz 40 kurz und elegant zusammenfassen in der
Funktionalgleichung
b(z) =1+ z-b(2)>

Da dies eine harmlose quadratische Gleichung ist und man kann sie explizit 16sen:

1—-v1—-4z

olz) = 2z

Wenn man jetzt die Wurzelfunktion mit Hilfe der allgemeinen Binomialreihe von
NEWTON in eine Potenzreihe entwickelt, erhélt man die gesuchte Aussage

1 (2n)
Cp = )
n+1\n
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5.4.2 Zweiter Beweis fiir die Catalan-Formel

Der Umgang mit Bindrbdumen wird erleichtert, wenn man sie sich in linearer
Codierung vornimmt. Das Alphabet, iiber dem codiert wird, ist B = {0, 1, }.
Definition 16. Die lineare Codierung von Bindrbdumen ist die durch

U — 1
code :
(te,t,) +> 0-code(t) - code(t,)

definierte (injektive) Abbildung von B in B*.

Das entspricht der preorder-Traversierung von Bindrbaumen, alias polnische No-
tation. Innere Knoten werden durch “0” codiert, dussere durch “1”.

’Hinweis: siehe Folien fiir Beispiele‘

Die formale Sprache L = code(B) (“L” steht hier fiir LUKASIEWICZ, polnischer
Logiker) kann folgendermassen charakterisiert werden. Dabei wird fiir ein Wort
w € B* mit |w|y bzw. |w|; die Anzahl der Vorkommen von 0 bzw. 1 in w notiert,
sowie mit §(w) = |w|o — |w|; der Uberschuss der Nullen iiber die Einsen.

Satz 45. Fiir w € B* gilt

d(w) = -1 A

weL =
w=u-v,v#e =09u)>0

Offensichtlich hat jedes Wort w € L mit einer 1 ungerade Lange 2n + 1 = Ge-
samtzahl der Knoten des codierten Bindrbaumes, d.h. w = code(t), ud jedes Wort
endet mit einer 1. Streicht man diese obligatorische letzte 1, so erhélt man die
Dyck-Sprache D, d.h.

D={weB";w-1€L}.

Deren Charakterisierung ergibt sich unmittelbar aus derjenigen fiir L:

Satz 46. Fiir w € B* gilt

d(w)=0 A

€eD —
v {w:u-v = d(u) >0

D kennt man auch als die Sprache der korrekten Klammerungen. Da man mit D
beliebig tiefe Schachtelungen von Klammern korrekt darstellen kann, kann diese
Sprache nicht von einiem endlichen Automaten akzeptiert werden. Andererseits ist
es leicht, eine kontextfreie Grammatik fiir L bzw. D anzugeben. Man beachte, dass
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im Bezug auf Kellerautomaten die Sprache D das zeitliche Verhalten der Grosse
eines Stacks beschreibt. Es gilt also:

Satz 47. L und D sind kontextfreie Sprachen, sind aber nicht requldr.

Dle Sprache L hat eine interessante, als Zykellemma bezeichnete Eigenschaft:

Lemma 48. Ist w € B* und gilt §(w) = —1, so gibt es genau eine Faktorisierung
w=u-vmitv-u€ L.

Das hat eine interessante Konsequenz: in B2+ gibt es genau (') Worter w mit
der Eigenschaft §(w) = —1. Unter den 2n+ 1 Wortern, die man aus einem solchen
w durch zyklische Permutation gewinnt, d.h. indem man w = wu - v faktorisiert und

daraus v - u bildet, gehort genau eines zur Sprache L, daher ist

by = 4B, = # (L NB>*1) = L (2”“)— L (22)

Con+1 n Cn+1

Damit ist die angekiindigte Anzahlformel bewiesen.

Bemerkung 16. Man bezeichnet zwei Worter w,w’ € ¥* als konjugiert, wenn sie
durch zyklische Permutation ihrer Buchstaben auseinander hervorgehen, d.h. es
gibt u,v € ¥* mit w = u - v und w’ = v - u. Die Konjugiertheit ist eine Aquiva-
lenzrelation auf ¥*, und da konjugierte Worter immer die gleiche Lénge haben,
auch eine Aquivalenzrelation auf jedem Y". Genauer noch: ist ¥ = B = {0, 1} und
bezeichnet man mit

B = {w € B"; [w; =k} = {w € B"; §(w) = n — 2k}

die Menge der Bitvektoren der Linge n und mit HAMMING-Gewicht k, so ist die
Konjugiertheit auch eine Aquivalenzrelation auf B}: zyklisches Permutieren der
Buchstaben dndert ja die Anzahl der len nicht. Was das Zykellemma also besagt,
ist dies:

B2t zerfallt in (%:fll)/ (2n + 1) Aquivalenzklassen beziiglich zykli-

schem Shift (= Konjugation) und jede dieser Klassen enthélt (2n + 1)
Elemente, von denen genau eines zu L gehort.
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