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4 C-rekursive Folgen – Anwendungen

4.1 Zwei Beispiele

4.1.1 Nochmals Frisbee

Jetzt wird Frisbee so gespielt, dass Das Spiel nicht beendet wird, sobald die bei-
den Frisbee-Scheiben bei einem Spieler zusammentreffen. Tritt dieser Fall ein, soll
jede der Scheiben mit Wahrscheinlichkeit 1/2 zu rechten oder linken Mitspieler
weiterfliegen In zwei von vier möglichen Fällen landen beide Scheiben bei dem
gleichen Mitspieler. In den anderen beiden Fällen haben die beiden Scheiben dann
den Abstand 2. Der folgendeTransitionsgraph beschreibt die Situation:

1 2 03

1

1

1

2

2

2

Abbildung 4: Modifiziertes Frisbee-Spiel

Als Transitionsmatrix geschrieben:

A =





3 1 0

1 2 1

0 2 2





Potenzen dieser Matrix zählen wieder die möglichen Spielverläufe auf:

A2 =





10 5 1

5 7 4

2 8 6



 A3 =





35 22 7

22 27 15

14 30 20



 A4





127 93 36

93 106 57

72 114 70





A5 =





474 385 165

385 419 220

330 440 254



 A6 =





1807 1574 715

1574 1663 859

1430 1718 948



 A7 =





6995 6385 3004

6385 6618 3381

6008 6762 3614





A8 =





27370 25773 12393

25773 26383 13380

24786 26760 13990



 A9 =





107883 103702 50559

103702 105299 53143

101118 106286 54740




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4.1 Zwei Beispiele 69

Für das Wachstum der Koeffizienten sind die Eigenwerte der Matrix zuständig:

χA(z) = z3 − 7 z2 + 13 z − 4

hat die Nullstellen

λ1 = 4, λ2 =
3 +

√
5

2
= 2.618033988 . . . , λ3 =

3−
√

5

2
= 0.381966012 . . .

Interessanter wird die Angelegenheit, wenn man an stelle der Matrx A die Ma-
trix

B =
1

4
A =





3/4 1/4 0

1/4 1/2 1/4

0 1/2 1/2





betrachtet. Das ist eine stochastische Matrix, also eine Matrix mit nichtnegativen
Koeffizienten, bei der die Zeilensumme sämtlich gleich 1 sind. Mehr dazu im Verlauf
diese Kapitels. Die Matrix A beschreibt das Frisbee-Spiel aus stochastischer Sicht:
aus den Anzahlen von Pfaden werden Wahrscheinlichkeiten von Pfaden.

Auch hier kann man die Potenzen der Matrix bilden:

B2 =





5/8 5
16 1/16

5
16

7
16 1/4

1/8 1/2 3/8



 B3 =





35
64

11
32

7
64

11
32

27
64

15
64

7
32

15
32

5
16



 B4 =





127
256

93
256

9
64

93
256

53
128

57
256

9
32

57
128

35
128





B5 =





0.4628906250 0.3759765625 0.1611328125

0.3759765625 0.4091796875 0.2148437500

0.3222656250 0.4296875000 0.2480468750





B10 =





0.4075536728 0.3971147537 0.1953315735

0.3971147537 0.4011020660 0.2017831802

0.3906631470 0.4035663605 0.2057704926





B20 =





0.4001089710 0.3999583768 0.1999326522

0.3999583768 0.4000158987 0.2000257246

0.3998653044 0.4000514491 0.2000832465





B50 =





0.4000000003 0.3999999999 0.1999999998

0.3999999999 0.4000000000 0.2000000001

0.3999999996 0.4000000002 0.2000000002





4 C-REKURSIVE FOLGEN – ANWENDUNGEN 7. Mai 2009
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Es ist nicht zu übersehen, dass die Potenzen Bn gegen die Matrix

lim
n→∞

Bn =





0.4 0.4 0.2

0.4 0.4 0.2

0.4 0.4 0.2





konvergieren, bei der die Zeilen identisch sind. Aber warum ist das so und und was
zeichnet die Zeilen dieser Matrix aus?

4.1.2 Drunkards Walk : Zufallspfade in einem Graphen

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ohne Einschränkung sei V = {1, 2, . . . , k}
– im Beispiel dieses Abschnitts ist k = 8. Für jeden der Knoten v ∈ V sei dv die
Anzahl der Kanten, die mit v inzidieren, also der Grad des Knotens v.

Ein Betrunkener befindet sich in einem der Knoten “v”. Er wählt zufällig und
gleichverteilt eine der Kanten aus, die mit v inzidieren, und benutzt sie, um zu dem
Knoten am anderen Ende zu gelangen. Dort verhält er sich – unabhängig davon,
von woher er gekommen ist – genauso, und immer so weiter . . . : er durchstreift
also den Graphen auf einem Zufallspfad (random walk). Die Frage ist dann: wo
wird man den Betrunkenen langfristig mit welcher Häufigkeit antreffen?

Hier ein Beispiel:

Die Adjazenzmatrix des Graphen ist also

A =





0 1 0 0 0 0 0 1

1 0 1 1 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0





Befindet sich de Betrunkene beispielsweise im Knoten “3”, so wird er mit Wahr-
scheinlichkeit von jeweils 1/3 zu einem der Knoten “2” oder “4” oder “6”, wechselt.
Vom Knoten “2” aus wird er mit Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/5 zu einem der
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Abbildung 5: Beispielgraph

Knoten “1”. “3”, “4”, “6”, “7” taumeln. Wenn er in “5” ist, wird er sich mit
Sicherheit zu “4” bewegen.

Die Wahrscheinlichkeiten für längere Wege ergeben sich Produktbildung (Un-
abhängigkeit!): befindet sich der Betrunkene in “4” so hat der Pfad

4 −→ 2 −→ 3 −→ 2 −→ 1 −→ 8

für ihn die Wahrscheinlichkeit

1

5
· 1

5
· 1

3
· 1

5
· 1

2
=

1

750

Um sein langfristigen Verhalten zu studieren, empfiehlt es sich, in der Matrix A
alle Elemente durch die jeweilige Zeilensumme zu dividieren.
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B =





0 1/2 0 0 0 0 0 1/2

1/5 0 1/5 1/5 0 1/5 1/5 0

0 1/3 0 1/3 0 1/3 0 0

0 1/5 1/5 0 1/5 1/5 0 1/5

0 0 0 1 0 0 0 0

0 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0

0 1/2 0 0 0 0 0 1/2

1/3 0 0 1/3 0 0 1/3 0





Induktiv sieht man leicht ein, dass in den n-ten Potenzen der Matrix B Information
über die Wahrscheinlichkeiten aller Wege der Länge n von einem Knoten v zu einem
Knoten w enthalten ist. Beispielsweise ist

B5 =





7
375

5446
16875

3817
33750

377
3375

332
5625

3817
33750

7
375

1367
5625

10892
84375

6916
50625

32536
253125

66101
253125

494
16875

32536
253125

10892
84375

974
16875

3817
50625

32536
151875

6334
50625

33271
151875

2072
50625

19627
151875

3817
50625

6107
50625

754
16875

66101
253125

33271
253125

7396
50625

5167
84375

33271
253125

754
16875

15127
84375

664
5625

494
3375

2072
16875

5167
16875

22
1125

2072
16875

664
5625

52
1125

3817
50625

32536
151875

19627
151875

33271
151875

2072
50625

6334
50625

3817
50625

6107
50625

7
375

5446
16875

3817
33750

377
3375

332
5625

3817
33750

7
375

1367
5625

2734
16875

974
10125

6107
50625

15127
50625

52
3375

6107
50625

2734
16875

82
3375





oder approximiert auf 5 Dezimalstellen:

B5 ≈





0.018667 0.32273 0.11310 0.11170 0.059022 0.11310 0.018667 0.24302

0.12909 0.13661 0.12854 0.26114 0.029274 0.12854 0.12909 0.057719

0.075398 0.21423 0.12512 0.21907 0.040928 0.12923 0.075398 0.12063

0.044681 0.26114 0.13144 0.14609 0.061239 0.13144 0.044681 0.17928

0.11804 0.14637 0.12279 0.30619 0.019556 0.12279 0.11804 0.046222

0.075398 0.21423 0.12923 0.21907 0.040928 0.12512 0.075398 0.12063

0.018667 0.32273 0.11310 0.11170 0.059022 0.11310 0.018667 0.24302

0.16201 0.096198 0.12063 0.29880 0.015407 0.12063 0.16201 0.024296




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Somit ist 15127
84375 ≈ 0.17928 die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Betrunkene in

fünf “Schritten” vom Knoten “4” zum Knoten “8” kommt.

Schaut man sich nun

B30 ≈





0.083944 0.20738 0.12502 0.20917 0.041464 0.12502 0.083944 0.12406

0.082950 0.20893 0.12499 0.20781 0.041794 0.12499 0.082950 0.12559

0.083347 0.20831 0.12500 0.20835 0.041662 0.12500 0.083347 0.12498

0.083669 0.20781 0.12501 0.20880 0.041555 0.12501 0.083669 0.12448

0.082927 0.20897 0.12499 0.20777 0.041802 0.12499 0.082927 0.12563

0.083347 0.20831 0.12500 0.20835 0.041662 0.12500 0.083347 0.12498

0.083944 0.20738 0.12502 0.20917 0.041464 0.12502 0.083944 0.12406

0.082706 0.20932 0.12498 0.20747 0.041875 0.12498 0.082706 0.12597





an, so erkennt man, dass sich die Zeilen der Matrix kaum noch unterscheiden.
Das bedeutet: die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Betrunkene nach 30 Takten
(oder generell: nach vielen Takten) in einem gewissen Zustand v befindet, hängt
praktisch überhaupt nicht mehr davon an, wo er gestartet ist. Ausserdem erklennt
man durch Vergleich mit anderen Potenzen von B, dass man es offensichtlich mit
einem Konvergenzphänomen zu tun hat. Die Potenzen Bn konvergieren scheinbar
gegen eine Matrix, deren Zeilen alle identisch sind, und zwar drängt sich dafür der
Wert
[

0.083333 0.20834 0.12500 0.20834 0.041666 0.12500 0.083333 0.12500
]

auf, und das könnte
[

1
12

5
24

1
8

5
24

1
24

1
8

1
12

1
8

]
=

[
2
24

5
24

3
24

5
24

1
24

3
24

2
24

3
24

]

sein. Aber warum ist das so?

4.2 Graphen und reguläre Sprachen

Definition 5. 1. Ein (endlicher, gerichteter) Graph G = (V, E) besteht aus
einer endlichen Knotenmenge V und einer endlichen Kantenmenge E, sowie
zwei Abbildungen h : E → V (genannt head), t : E → V (genannt tail).
Für e ∈ E besagt h(e) = u, t(e) = v, dass die Kante e von u nach v geht. Ist
dabei u = v, so ist die Kante eine Schleife (ein loop). Es kann also mehrere
Kanten zwischen zwei Knoten geben, ebenso mehrere Schleifen an einem
Knoten. Kanten sind durch ihre “Namen” e ∈ E unterschieden. E ist also
als eine Menge von Symbolen, d.h. als ein Alphabet zu betrachten.
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2. Ein Pfad der Länge n von u nach v in G ist eine Folge von (nicht notwen-
dig verschiedenen) Kanten π = (e1e2, . . . , en) = e1e2 . . . en ∈ En mit der
Eigenschaft

t(e1) = u, h(ei) = t(ei+1) (1 ≤ i < n), h(en) = v.

Die Funktionen h und t lassen sich auch für Pfade positiver Länge |π| = n
definieren:

t(π) = t(e1) = u, h(π) = h(en) = v.

Die Schreibweise π = e1e2 . . . en soll suggerieren, dass der Pfad π als ein Wort
über dem Alphabet E aufgefasst wird.

3. Ein geschlossener Pfad π, d.h. h(π) = t(π), ist ein Zyklus oder Kreis.

4. Für u, v ∈ V und n ∈ N sei
[u, v]G = {π ; t(π) = u, h(π) = v} ⊆ E∗ die Menge (formale Sprache) der
Pfade von u nach v in G,
[u, v]nG = {π ∈ [u, v]G ; |π| = n} = [u, v]G ∩ En die Menge der Pfade der
Länge n von u nach v in G.

Bemerkung 6. Beachte die spezielle Situation für k = 0 und k = 1:

[u, v]0G =

{
∅ falls u *= v

{ε} falls u = v

[u, v]1G = {e ∈ E ; t(e) = u, h(e) = v}

ε ist das leere Wort, die Symbole e ∈ E sind die Wörter der Länge 1.

Lemma 12.
[u, v]n+1

G =
⋃

w∈V

[u, w]nG × [w, v]1G

Theorem 13 (Kleene).

Ist G = (V, E) ein Graph, so sind für u, v ∈ V die “Pfadsprachen” [u, v]G ⊆ E∗

rationale Sprachen.

Kommentar 7. Zur terminologischen Unterscheidung:

• Eine formale Sprache über einem Alphabet E heisst regulär, wenn sie durch
einen endlichen (deterministischen oder nichtdeterministischen Automaten
mit Alphabet E akzeptiert wird, bzw. durch eine Typ-3-Grammatik generiert
wird.
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• Eine formale Sprache über einem Alphabet E heisst rational, wenn sie aus der
leeren Sprache ∅ und den einelementigen Sprachen {ε} und {e} (für e ∈ E)
mittels der rationalen Operationen Vereinigung, Konkatenation und Iterati-
on (=Kleene-*) erzeugt werden kann – äquivalent: durch einen “regulären
Ausdruck” beschrieben wird.

Beweis (Kleenes Theorem). Am einfachsten geht das per Induktion über die
Anzahl der Kanten %E.

– Ist %E = ∅, so ist

[u, v]G =

{
∅ falls u *= v

{ε} falls u = v

– Sei die Aussage des Theorems schon bewiesen für einen Graphen G = (V, E)
und sei H = (V, F ) ein Graph mit F = E ∪ {f}, wobei f eine neue Kante
ist mit t(f) = x, h(f) = y, mit x, y ∈ V . Dann gilt für alle u, v ∈ V :

[u, v]H = [u, v]G ∪ [u, x]G ·
(
f · [y, x]G

)∗ · f · [y, v]G,

d.h. [u, v]H ensteht aus schon als rational bekannten Sprachen durch rationale
Operationen. !

Kommentar 8. Aus dem eben bewiesenen allgemeinen Theorem folgt durch An-
wendung auf endliche Automaten insbesondere, dass jede reguläre Sprache auch
eine rationale Sprache ist.

Die Umkehrung dieser Aussage, dass nämlich jede rationale Sprache auch eine re-
guläre Sprache ist, ist auch richtig und durch direkte Automatenkonstruktionen
für den Abschluss unter rationalen Operationen zu beweisen. Zusammen ergibt
sich:

Theorem 14 (Hauptsatz der Theorie der endlichen Automaten).

rationale Sprachen ≡ reguläre Sprachen

Dieser Satz hat sehr weitreichende Konsequenzen (auch praktische!), so z.B. den
Abschluss der rationalen Sprachen unter booleschen Operationen und das Verhal-
ten von regulären Sprachen unter diversen Transformationen, was auf Grund der
jeweiligen Definitionen überhaupt nicht klar ist.

Fundamentale Probleme in diesem Kontext sind die Fragen nach den Kardina-
litäten der endlichen Sprachen [u, v]nG in Abhängigkeit von n (für fest gewählten
Graphen G = (V, E) und beliebig gewählte Knoten u, v ∈ V ).

4 C-REKURSIVE FOLGEN – ANWENDUNGEN 7. Mai 2009



4.3 Graphen und Matrizen 76

– Kann man %[u, v]nG effizient berechnen?
“Ausprobieren” ist mit Sicherheit kein effizienter Weg!

– Was kann man über das Verhalten von %[u, v]nG bei wachsendem n aussagen?
Oft ist man weniger an den exakten Zahlen, als an deren Wachstumsverhalten
interessiert.

Der Bedeutung wegen für reguläre Sprachen nochmals separat formuliert:

Es sei L eine reguläre Sprache über einem Alphabet Σ, gegeben durch einen
akzeptierenden Automaten, eine generierende Grammatik oder einen regulären
Ausdruck. Für n ∈ N sei &n = %(L ∩ Σn) die Anzahl der Wörter der Länge n
von L.

• Kann man die &n = %(L ∩ Σn) effizient berechnen?
• Was kann man über das Verhalten der &n = %(L ∩ Σn) bei wachsendem

n aussagen?

4.3 Graphen und Matrizen

Ist G = (V, E) ein Graph mit %V = k, so kann man o.E. annehmen, dass die
Knoten des Graphen G von 1 bis k durchnummeriert sind, also V = {1, 2, . . . , k}.
Die Zahlen

ai,j = %[u, v]1G = %{e ∈ E ; t(e) = i, h(e) = j}
kann man also als die Koeffizienten einer (k×k)-Matrix AG = [ai,j]1≤i,j,≤k auffassen,
der sog. Adjazenzmatrix der Graphen G.

In dieser Notation sind die Zahlen a(n)
i,j = %[i, j]nG die Koeffizienten der n-ten Ma-

trixpotenz (AG)n, d.h. es gilt der

Satz 15.
(AG)n =

[
a(n)

i,j

]

1≤i,j≤k

Beweis. Das ergibt sich ganz einfach per Induktion über n.

– Für n = 0 und n = 1 ist das offensichtlich richtig.

– Ist die Beziehung bis zu einem n bereits gezeigt, so übersetzt sich die Ma-
trixgleichung

(AG)n+1 = (AG)n · AG

dahingehend, dass an der Position (i, j) dieser Matrix
∑

1≤!≤k

%[i, &]nG · %[&, j]1G
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steht. Das ist aber nichts anders als %[i, j]n+1
G , denn

%[i, j]n+1
G =

∑

1≤!≤k

%[i, &]nG · %[&, j]1G

ist die quantitative Version der Sprach-Beziehung

[i, j]n+1
G =

⋃

1≤!≤k

[i, &]nG × [&, j]1G

Definition 6. Es sei nun A = [ai,j]1≤i,j≤k eine nichtnegative (k × k)-Matrix, d.h.
alle ai,j sind reelle Zahlen ≥ 0. Der Graph GA = (V, E), der zu dieser Matrix
gehört, ist definiert durch

V = {1, 2, . . . , k}, ∀(i, j) ∈ V × V : (i, j) ∈ E ⇔ ai,j > 0

ai,j ist das Gewicht der Kante (i, j).

Das Gewicht eines Pfades

π : i = i0 → i1 → i2 → · · · → in = j

ist dann das Produkt der Kantengewichte

a(π) =
∏

0≤!<n

ai!,i!+1

Definiert man nun
a(n)

i,j =
∑ {

a(π) ; π ∈ [i, j]nGA

}

d.h. ist a(n)
i,j ist die Summe alle Pfadgewichte für Pfade der Länge n von i nach j

in GA.

Bemerkung 9. Es gilt in völliger Analogie zum Vorherigen:

An =
[
a(n)

i,j

]

1≤i,j≤k

und insbesondere

a(n)
i,j > 0 ⇔ es gibt in GA einen Pfad der Länge n von i nach j
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Für reguläre (Typ-3)-Sprachen ergibt sich aus der Matrixbeschreibung zusammen
mit den Aussagen des vorigen Kapitels:

Folgerung 16. Ist L ⊆ Σ∗ eine reguläre Sprache, bezeichnet &n = % (L ∩ Σn)
die Anzahl der Wörter der Länge n dieser Sprache, so ist die Folge (&n)n≥0 eine
C-rekursive Folge, d.h. es gibt ein k > 0 und ganze Zahlen a1, a2, . . . , ak mit

&n = a1 &n−1 + a2 &n−2 + · · · + ak &n−k (n ≥ k).

Die Koeffizienten a1, a2, . . . , ak kann mit Hilfe eines endlichen Automaten (als
Transitionsgraph) bestimmen, der die Sprache L akzeptiert: man muss das charak-
teristische Polynom der Adjazenzmaztrix diese Graphen bestimmen. (Nebenbei: es
gibt auch noch andere Wege...)

Man beobachtet hier eine Art Pumplemma: Ist nämlich (&n)n≥0 eine C-rekursive
Folge der Ordnung k und sind für ein n ≥ k die k aufeinanderfolgenden Glieder
&n−1, . . . , &n−k alle gleich 0, so sind auch alle folgenden &m (m ≥ n) auch gleich 0.
Die Folge hat also höchstens endlich-viele von 0 verschiedene Glieder.

Auf reguläre Sprachen übertragen heisst das: ist L eine solche Sprache und k die
Anzahl der Zustände eines L akzeptierenden Automaten, so gilt

L ist unendlich ⇔
{

von je k aufeinanderfolgenden Zahlen

&n, &n+1 . . . , &n+k−1 ist mindestens eine *= 0

Wir werden später der Einfachheit halber nur spezielle Graphen und Matrizen
betrachten. Alle Ergebnisse lassen sich auf die Situation allgemeiner gerichteter
Graphen bzw nichtnegativer Matrizen verallgemeinern.

Definition 7. 1. Ein gerichteter Graph G = (V, E) heisst stark-zusammenhängend,
wenn es zu jedem Paar (u, v) ∈ V × V einen G-Pfad von u nach v gibt.

2. Eine nichtnegative Matrix A heisst irreduzibel, wenn der zugehörige Graph
GA stark-zusammenhängend ist, d.h.

∀i, j ∈ V ∃n ∈ N : a(n)
i,j > 0

Definition 8. 1. Ein stark-zusammenhängender, gerichteter Graph G = (V, E)
heisst primitiv, wenn der grösste gemeinsame Teiler aller Längen von Zyklen
in G = 1 ist.

2. Eine nichtnegative Matrix A heisst primitiv, wenn der zugehörige Graph GA

primitiv ist. Man kann das ausdrücken (dies ist ein Satz) durch

∃n ∈ N ∀i, j ∈ V : a(n)
i,j > 0
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d.h. die Matrix A(n) ist positiv.

Probleme in diesem allgemeineren Kontext sind nach wie vor:

A = [ai,j]1≤i,j≤k sei eine nichtnegative Matrix und für n ∈ N sei

An =
[
a(n)

i,j

]

1≤i,j≤k
(n ≥ 0).

• Wie kann man a(n)
i,j für grosse n möglichst effizient berechnen?

• Was kann man über das Verhalten von a(n)
i,j aussagen, wenn n

wächst?

4.4 Markov-Ketten

Ein wichtiger Spezialfall des beschriebenen Szenarios sind Markov-Ketten mit end-
lichem Zustandsraum. Als Markov -Prozesse bezeichnet man Zufallsprozesse, bei
dem das Geschehen zu einem Zeitpunkt nur von dem aktuellen Zustand und der
mit ihm zu diesem Zeitpunkt verbundenen “Zufallsregel” abhängt, nicht jedoch
von der Vorgeschichte, wie man in diesen Zustand gelangt ist. Markov-Modelle ha-
ben “ kein Gedächtnis”. Markov-Modelle haben in allen Bereichen stochastischer
Simulation eine überragende Bedeutung. Dabei kann die Zeit diskret oder konti-
nuierlich modelliert sein, der Zustandsraum ebenfalls diskret oder kontinuierlich,
wobei im diskreten Fall noch zwischen endlichen und unendlichen Zustandsräumen
unterschieden. Wir betrachten hier nur den allereinfachsten Fall:

– diskrete Zeit n = 0, 1, 2, 3, . . .

– endlicher Zustandsraum V = {1, 2, . . . , , k}

– Stationarität: die einem Zustand zugeordnete “Zufallsregel” ist zeitinvariant:
sie bleibt immer gleich.

In dieser Situation wird das Zufallsgeschehen beschrieben durch eine nichtnegative
(k × k)-Matrix A = [ai,j]1≤i,j≤k mit der Eigeschaft, dass alle Zeilen der Matrix
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Raum V = {1, 2, . . . , k} sind, d.h. für
die Zeilensummen gilt

ri =
∑

1≤j≤k

ai,j = 1 (1 ≤ i ≤ k).

Man kann das auch so formulieren: ist 1 = (1, 1, . . . , 1) der Eins-Vektor der Länge
k, so gilt

A · 1t = 1t.
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Dies bedeutet: 1 ist Rechts-Eigenvektor von A zum Eigenwert λ = 1.

Definition 9. 1. Eine nichtnegative Matrix (k × k)-Matrix A mit A · 1t = 1t

wird als stochastische Matrix bezeichnet.

2. Ein nichtnegativer Vektor p = (p1, p2, . . . , pk) der Länge k mit p · 1t = 1
wird als stochatischer Vektor bezeichnet.

Die Zeilen einer stochastischen Matrix sind also stochastische Vektoren. Die an-
schauliche Bedeutung dieser Begriffsbildung sind folgende:

– Ein stochastischer Vektor p = (p1, p2, . . . , pk) stellt eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf dem Zustandsraum V = {1, 2, . . . , k} dar: man befindet sich
mit der Wahrscheinlichkeit pj im Zustand “j”.
Man bezeichnet häufig die Elemente 1, 2, . . . , k von V als reine Zustände
(pure states in der Physik) und die Wahrscheinlichkeitsverteilung von A als
gemischte Zustände (mixed states in der Physik)

– Befindet sich ein Item zu Zeitpunkt t in einem Knoten “i” des Graphen GA,
so wird es sich zum Zeitpunkt t + 1 mit Wahrscheinlichkeit ai,j im Knoten
“j” befinden.
Die gewichteten Kanten beschreiben also Transitionen in diesem Graphen,
wobei die Kantengewichte die bedingten Wahrscheinlichkeiten darstellen,
dass die entsprechende Transition vorkommt oder ausgeführt wird.

Lemma 17. Ist A ein stochastische Matrix und p = (p1, p2, . . . , pk) ein stochasti-
scher (Zeilen-)vektor, so ist

p′ = (p′1, p
′
2, . . . , p

′
k) = p · A

wieder ein stochastischer Vektor.

Das ergibt sich ganz einfach:

p′ · 1t = p · A · 1t = p · 1t = 1.

!
Beschreibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (p1, p2, . . . , pk) den (gemisch-
ten) Zusatnd zu einem Zeitpunkt t, so beschreibt p′ = p · A den (gemischten)
Zustand zum Zeitpunkt t + 1. Eine Zufallstransition wird also durch (Rechts-
)Multiplikation mit der Matrix A dargestellt.

Induktiv ergib sich daraus:
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Ist mit dem Zufallsvektor p = (p1, p2, . . . , pk) ein Anfangsverteilung
auf V zum Zeitpunkt t = 0 gegeben, so sind die

(p(n)
1 , p(n)

2 , . . . , p(n)
k ) = (p1, p2, . . . , pk) · An (n ≥ 0)

die Verteilungen der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten zu den Zeitpunk-
ten t = n, also nach n Transitionen, die durch die in A benannten
(bedingten) Wahrscheinlichkeiten gesteuert werden.

Man ist bei der Untersuchung von Markov-Modellen meist am langfristigen Ver-
halten interessiert, beispielsweise:

• In welchem Zustand befindet man sich mit welcher Wahrscheinlichkeit nach
langer Zeit?

• Was geschieht generell, wenn man sehr viele Transitionen hintereinander
ausführt: Stellt sich ein stationärer Zustand ein, also eine Verteilung p =
(p1, p2, . . . , pk) mit

p · A = p

Das wäre ein Links-Eigenvektor von A zum Eigenwert λ = 1. Oder tritt
oszillierendes Verhalten auf?

Das sind offensichtlich Fragen an die Matrizen An für grosses n ∈ N
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4.5 Komplexität

• Es geht in diesem Abschnitt um eine fundamentale algorithmische Aufgabe:

– Für einen Graphen G = (V, E) und zwei Knoten i, j ∈ V und n ∈ N
sind die (exakten!) Anzahlen a(n)

i,j = %[i, j]nG der Pfade der Länge n von
i nach j in G zu berechnen.

Entsprechend formuliert man diese Aufgabe für Graphen mit Kantengewich-
ten und auch für endliche Automaten. Wegen dieser Bedeutung wird noch-
mals separat formuliert:

– Eine reguläre Sprache L ⊆ Σ∗ sei spezifiziert durch einen endlichen
Automaten, eine Typ-3-Grammatik oder einen regulären Ausdruck.
&n = % (L ∩ Σn) bezeichne die Anzahl der Wörter der Länge n von L.
Berechne &n (exakt!) für ein gegebenes (grosses) n.

Es werden im Folgenden drei Lösungen von drastisch unterschiedlicher Kom-
plexität angeboten!

• Zunächst eine Beschreibung des Begriffes Komplexität (Siehe Intro-2006)

• Im Kontext dieses Kapitels wird die Grösse von ganzen Zahlen x zu einer
Basis b ≥ 2 gemessen durch

sizeb(x) = 1 + 2logb(1 + |x|)3,

d.h. es gilt
sizeb(x) ∈ Θ(log |x|)

(unabhängig von der speziellen Basis b). Umgekehrt formuliert:

x ∈ Θ
(
bsize(x)

)
,

d.h. x ist exponentiell in size(x).

Für die eingangs formulierte Aufgabenstellung wird der Graph G (oder der
Automat usw.) mittels seiner Knotenanzahl k in die Betrachtungen einge-
hen. Insbesondere interessiert aber die Abhängigkeit von der Pfadlänge bzw.
Wortlänge n.

• Erstes Verfahren:
Probiere alle Möglichkeiten für Pfade bzw. Wörter der
Länge n systematisch aus.

Man sieht sofort, dass das völlig unakzeptabel ist, da die Anzahl der Kandi-
daten exponentiell in n (und damit doppelt-exponentiell in size(n)) wächst.
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Bei endlichen Automaten etwa würde man (%Σ)n Läufe auf allen möglichen
Inputs der Länge n machen. Da ist es unerheblich dass jeder Lauf noch ein-
mal n Schritte erfordert.

• Zweites Verfahren (grafische Version):
Berechne iterativ für t = 1, 2, 3, . . . , n den Vektor

a(t)
i =

(
a(t)

i,1, a
(t)
i,2, . . . , a

(t)
i,k

)

mittels Trellis-Diagramm.

Man sieht sofort, dass diese “klassische” Ingenieursmethode nichts anderes
ist als die graphische Realisierung der Matrizenpotenzierung:

Zweites Verfahren (algebraische Version):
Berechne iterativ für t = 1, 2, 3, . . . , n den Vektor

a(t)
i =

(
a(t)

i,1, a
(t)
i,2, . . . , a

(t−1)
i,k

)
= a(t−1)

i · A

ausgehend vom Startvektor a(0)
i = ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0):

a(n)
i = ei · An

Jede Multiplikation eines k-Vektors mit einer (k × k)-Matrix kostet O(k2)
arithmetische Operationen (Multiplikationen und Additionen). Insgesamt
hat man für die Berechnung von ai

(n) einen Aufwand von O(n · k2) arithme-
tischen Operationen zu veranschlagen.

Man kann das aber auch so sehen: man berechnet erste die Matrixpotenz
An zieht daraus die i-te Zeile heraus. Wenn man An iterativ durch sukzessi-
ve Multiplikation berechnet, sieht die Bilanz in arithmetischen Operationen
gemessen folgendermassen aus

– Es sind n− 1 Multiplikationen von (k × k)-Matrizen auszuführen.

– Jede Multiplikation zweier (k × k)-Matrizen erfordert Θ(k3) arithmeti-
sche Operationen

– Der Gesamtaufwand ist also Θ(k3 ·n), oder Θ(n), wenn man k als Kon-
stante behandelt.

• Drittes Verfahren :
Berechne iterativ für t = 1, 2, 3, . . . , n die Matrizenpozenz An

mittels “schneller Exponentiation” und ziehe dann die i-te
Zeile heraus.
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Im Vorgriff auf den folgenden Abschnitt wird hier zur Analyse die Tatsache
herangezogen, dass die “schnelle Exponentiation” zur Berechnung von An

mit Θ(log n) Multiplikationen auskommt. Der Gesamtaufwand an arithmeti-
schen Operationen ist also nur noch Θ (k3 · log n), und das ist ein effizientes
Verfahren: es ist polynomiell in der Inputgrösse.

4.6 Schnelle Exponentiation

• Generelles Szenario: gegeben sei ein Monoid (H, ◦, e), d.h. ◦ : H ×H → H
ist eine assoziative Operation und e ist neutrales Element. Für a ∈ H und
n ∈ N>0 sind die Potenzen exp(a, n) = an induktiv definiert:

a0 = e, an+1 = an ◦ a

Folgt man dieser Definition, so werden für die Berechnung von an genau n−1
Multiplikationen benötigt. Es geht aber besser, wenn man ausnutzt, dass

k + & = n ⇒ an = ak ◦ a!

gilt. Ist nämlich

n =
∑

n≥0

ni 2
i = n0 + 2 n1 + 4 n2 + 8 n3 + · · · mit ni ∈ {0, 1}

die Binärdarstellung von n, so gilt

an = an0 ◦ (a2)n1 ◦ (a4)n2 · · ·

• Rekursive Definition von exp (erste Version)

exp(a, n) =






e falls n = 0

exp(a2, n/2) falls n gerade

a ◦ exp(a2, (n− 1)/2) falls n ungerade

• Iteratives Programm (left-to-right exponentiation)

Require: a ∈ H,n ∈ N
Ensure: an

y := e
while n > 0 do

if n odd then
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y := a ◦ y
end if
a := a ◦ a
n := 6n/27

end while
return y

• Rekursive Definition von exp (zweite Version)

exp(a, n) =






e falls n = 0

exp(a, n/2)2 falls n gerade

a ◦ exp(a, (n− 1)/2)2 falls n ungerade

• Iteratives Programm (right-to-left exponentiation)

Require: a ∈ H,n ∈ N
Ensure: an

m := log2 n + 1
y := e
while m > 1 do

m := 6m/27
y := y ◦ y
if n ≥ m then

y := a ◦ y
n := n−m

end if
end while
return y

• Zur Komplexität

Die Abhängigkeit des Algorithmus von der Binärdarstellung des Exponen-
ten n macht klar, dass die Anzahl der Durchläufe der while-Schleife bei bei-
den Versionen log n ist. Pro Schleifendurchlauf hat man eine Quadrierung
und zusätzlich noch eine weitere Multiplikation, wenn die entsprechende der
Binäziffer von n = 1 ist. Damit ist die arithmetische Komplexität Θ(log n).
Genauer:

Die Anzahl der Multiplikationen (inklusive Quadrierungen) zur
Berechnung von an mittels “Schneller Exponentiation” ist

log2 n + ν2(n)− 2.
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Dabei ist ν2(n) =
∑

ni die Anzahl der Einsen in der Binärdarstellung von
n.

• Eine Warnung

Man muss ausdrücklich darauf hinweisen, dass es sich bei der vorangehen-
den Betrachtung um die arithmetische Komplexität handelt, nicht um die
Bitkomplexität ! Bezieht man die Operandengrösse in die Betrachtungen mit
ein, so ist der Vorteil der “schnellen Methode gegenüber der schlichten in-
terativen Multiplikation keineswegs mehr klar! Anders formuliert: “Schnelle
Exponentiation” bietet bezüglich der Bitkomplexität nur dann einen Vorteil
in der Grössenordnung, wenn man in Zahlbereichen rechnet, bei denen die
Operandengrösse beschränkt ist, z.B. in den Ringen Zn, in endlichen Körpern
usw. Aber dort ist der Vorteil erheblich!

• Die Überlegungen diese Abschnitts betreffen natürlich auch die Aufgabe

Gegeben eine C-rekursive Folge (cn)n≥0 durch die Rekursion

cn = a1 cn−1 + a2 cn−2 + · · · + ak cn−k (n ≥ k),

d.h. durch Angabe der Koeffizienten a1, a2, . . . , ak, sowie k Anfangs-
werte c0, c1, . . . , ck−1.
Zu gegebenem n ∈ N berechne man cn.

Man kann die Technik der “Schnellen Exponentiation” auf die Begleitmatrix
Ca anwenden oder alternativ auf die explizite Lösungsformel

cn = α1λ
n
1 + · · · + αkλ

n
k (n ≥ 0)

mit den λj als den Nullstellen des charakteristischen Polynoms von Ca. Letz-
teres hat den Nachteil, dass die λj in der Regel komplexe Zahlen sind, mit
denen man nicht mehr so ohne weiteres exakt rechnet. (Es geht schon, da es
sich um sog. “algebraische Zahlen” handelt, aber das ist aufwendig). Rechnet
man nicht exakt, sondern mit Fliesskommazahlen, so wird man in beiden
Fällen sehr schnell Probleme mit der Akkumulation von Rundungsfehlern
bekommen.

Die exakte Formel taugt kaum zur expliziten Berechnung exakter Werte, sie
hat aber einen ganz anderen und wichtigen Vorteil: in vielen Fällen ist man
gar nicht an den exakten Werten interessiert, sondern an der Grössenordnung
des Wachstums. Davon handelt der nächste Abschnitt.
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4.7 Asymptotisches Verhalten

Ein Blick auf die Formel

cn = α1λ
n
1 + α2λ

n
2 + · · · + αkλ

n
k (n ≥ 0)

sagt kann man bezüglich des Wachstums der Folge (cn)n≥0 sofort interessante Fest-
stellungen treffen. Dabei sollen die komplexen Zahlen λ1, λ2, . . . , λk der absoluten
Grösse nach geordnet, d.h. |λ1| ≥| λ2| ≥ · · · ≥ |λk|. Wir werden hier nur den Fall
behandeln, dass sogar

|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λk

gilt. Man sagt dann, dass λ1 dominierende Nullstelle (des charakteristischen Po-
lynoms) ist. Dann gilt:

cn

λn
1

= α1 + α2

(
λ2

λ1

)n

+ · · ·αk

(
λk

λ1

)n

und die rechte Seite konvergiert für n →∞ gegen α1, und das exponentiell schnell!
Ist α1 *= 0, so hat man die asymptotische Aussage:

Für das Wachstum der Glieder einer C-rekursiven Folge gilt
(sofern die beschriebenen Voraussetzungen gegeben sind)

cn ∼ α1|λ1|n

Man hat also mit exponentiellem Wachstum zu rechnen, wobei der Betrag der
dominante Nullstelle |λ1| die Wachstumsordnung bestimmt.

Was ist, wenn die einschränkenden Voraussetzungen nicht gegeben sind, wenn z.B.
mehrere Eigenwerte denselben maximalen Absolutbetrag haben. Dann kann es zu
Oszillationen kommen, also keine Konvergenz, was man auch mit Hilfe der obigen
Darstellung quantutativ beschreiben kann.

Diese asymptotischen Aussagen über C-rekursive Folgen übertragen sich direkt
auf das Verhalten der Potenzen An von Matrizen, deren Koeffizienten in gleiche
Position ja C-rekursive Folgen mit demselben Rekursionspolynom sind.

Für eine Matrix A nennt man die Zahl

ρ(A) = max{ |λ| ; λ Eigenwert von A }

den Spektralradius von A.
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Lemma 18. Ist A = [ai,j]1≤i,j≤k irgendeine (k × k)-Matrix, bezeichnet ri =∑
1≤j≤k |ai,j| die Summe der Absolutbeträge der Einträge in der i-ten Zeile, so

gilt
ρ(A) ≤ max

1≤i≤k
ri.

Analoges gilt für die Spaltensummen.
Beweis. Ist λ irgendein Eigenwert von A und (x1, . . . , xk)t ein (Rechts-)Eigenvektor
zum Eigenwert λ, dann sei die &-te Komponente die dem Absolutbetrag nach
grösste der Komponenten dieses Vektors: |x!| = maxj |xj|. Man erhält

|λ| |x!| = |λx!| =

∣∣∣∣∣
∑

j

a!,jxj

∣∣∣∣∣ ≤
∑

j

|a!,j| |xj| ≤
∑

j

|a!,j| · |x!| = r! |x!|

und somit |λ| ≤ r! ≤ max1≤i≤r ri. !

Theorem 19 (Perron-Frobenius).

Ist A eine primitive nichtnegative Matrix, so gilt

1. λ1 = ρ(A) ist ein einfacher Eigenwert von A.

2. Jeder andere Eigenwert λ von A ist absolut genommen strikt kleiner, d.h.
|λ| < λ1, d.h. λ1 ist dominierender Eigenwert von A.

3. Zu λ1 gibt es einen positiven Eigenvektor x. Die Vektoren αx mit α > 0 sind
die einzigen positiven Eigenvektoren von A.

Sei nun A eine primitive nichtnegative Matrix und λ1 der dominierende Eigenwert,
x der positive linke Eigenvektor, yt der positive rechte Eigenvektor zu λ1. Dann
gilt folgendes:

– Die Matrizen (λ−1
1 A)n konvergieren gegen eine Matrix B:

lim
n→∞

An

λn
1

= B

– Für die Matrix B muss A · B = λ1 B gelten, denn

B ←− An+1

λn+1
1

=
A

λ1
· An

λn
1

−→ A

λ1
· B

d.h. die Spalten der Matrix B sind Rechts-Eigenvektoren von A zum Eigen-
wert λ1, also skalare Vielfache von yt.
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– Analog zeigt man, dass die Zeilen von B Links-Eigenvektoren von A zum
Eigenwert λ1 sind, also skalare Vielfache von x.

– Zusammengefasst ergibt das

B = β yt · x

wobei β > 0 eine positive Konstante ist.

Theorem 20 (Hauptsatz über Markov-Ketten).

1. Ist A eine primitive stochastische Matrix, so ist λ1 = 1 der dominante Ei-
genwert und es gilt

lim
n→∞

An =





x
x
...
x





wobei x Links-Eigenvektor von A zu λ1 ist. x ist ein Wahrscheinlichkeitsvek-
tor: die sog. stationäre Verteilung oder Gleichgewichtsverteilung der durch
A gegebenen Markov-Kette.

2. Ist p = (p1, p2, . . . , pk) = p(0) irgendeine eine Anfangsverteilung auf dem Zu-
standsraum {1, 2, . . . , k}, so konvergiert die Folge der transformierten Ver-
teilungen (gemischte Zustände)

p(n) = p(0) · An (n = 1, 2, 3, . . .)

gegen die Gleichgewichtsverteilung

lim
n→∞

p(n) = lim
n→∞

p(0) · Anp(0) · lim
n→∞

An = p(0) ·





x
x
...
x




= x.
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4.8 Ausblicke

4.8.1 Viterbi-Algorithmus

4.8.2 Pseudo-Zufallsfolgen

4.8.3 Algorithmus von Berlekamp-Massey

4.8.4 z-Transformation

4.8.5 Lineare Differenzengleichungen vs. lineare Differentialgleichun-
gen

4.8.6 Kontextfreie Sprachen

• Es gilt (mit der gebotenen Vorsicht) die Entsprechung

Reguläre Sprachen ⇔ Lineare Gleichungssysteme

Wenn man dabei “Lineare Gleichungssysteme mit nicht-kommutativen Va-
riablen” (also: Lineare Gleichungssystem für Formale Sprachen) meint, be-
steht sogar eine tatsächliche präzise Entsprechung.

Auf der nächsten Stufe der Chomsky-Hierarchie gilt analog:

Kontextfreie Sprachen ⇔ Polynomiale Gleichungssysteme

An die Stelle der C-rekursiven Folgen treten dann sog. P-rekursive Folgen,
das sind Folgen, die durch lineare Rekursionsgleichungen mit polynomialen
Koeffizienten bestimmt sind.

All das verdanken wir M.P. Schützenberger – aber das ist eine andere
Geschichte...
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