Losungen der Aufgabe 5:

(ﬂbungen zum Umgang mit asymptotischer Notation)

1. (a)

(b)

(c)

()
(d)
(e)
(f)

Die Folge |a,| ist durch eine Konstante ¢ € R beschrénkt:

dee Ry Ing e NVn > nyg: |a,| < ec.

Die Folge |a,| ist durch jede Konstante ¢ € R, beschrankt:

lim,, oo ap, = 0

Die Folge |a,| ist durch eine Konstante ¢; € Ry nach unten und
durch eine Konstante ¢, € R4 nach oben beschrankt:

dey € Ry Jep € Ry dng € NVn > ng ¢y < ay| < eo.

lim, s a, =1

() = (a), (¢) = (a), (d) = (a), (d) = (c)

Wenn man die a,, als ganzzahlig vorraussetzt bedeutet (b), dass

fiir fast alle a,, (alle bis auf endlich viele Ausnahmen) gilt: a,, = 0.

Ebenso bedeutet (c), dass fiir fast alle a,, gilt: a,, = 1.
Wabhr fir a, = b,, denn a, ~ b, und a, — b, = 0 € o(1). Falsch
fir a,, = n,b, =n —1, denn a,, ~ b, aber a,, — b, =1 & o(1).

Wabhr, falls 3¢ € R, 3ng € NVn > ng : |a, — b,| = c.
Falsch im Allgemeinen: sei a,, = n?+n, b, = n?. Dann gilt a,, ~ b,

aber lim,,_., a, — b, = 0.

Wahr, da lim,,_,« ana_b" =lim, .o, 1 -t =0.

n an

Wahr wegen (c).
Wahr fiir a, = 2 - n, b, = n. Falsch fiir a,, = b,, = n.

Wahr fiir a, = b, =0,



3.

4.

falsch im Allgemeinen: lim,, .. (a, —b,)/a, = lim, ... 1 —b,/a, =
0+#1.

Alternativ verwendet man f ~ g = f € ©O(g) damit folgt (e)
falsch = (f) falsch.

f~g= f € 0O(g) zeigt man wie folgt: lim,, ., f(n)/g(n) =1
bedeutet: Ve > 0 3ng € N Vn > ng |f(n)/g(n) — 1| < e. Aus
f(n)/g(n) — 1 < € erhélt man f(n) < (e +1)-g(n). Aus 1 —
f(n)/g(n) < € erhdlt man (1 —€) - g(n) < f(n), also f € O(g).

(a) falsch: n € O(n?), aber n? € O(n).

(b) falsch: sei a, = 1 und b, = n ¥n € N. Dann gilt a, + b, € O(n)
aber min(a,,b,) =1 € O(1).

(c) falsch: sei a,, = 2", dann gilt: Ve € Ry 3ng € NVn > ny :
2" > ¢ - 2M? also gilt: 2" ¢ O(2™/?).

(d) falsch: sei a, = 1/n, dann gilt: Ve € R, 3ng € N Vn > ng :
1/n > c-1/n* also gilt: 1/n & O(1/n?).

(e) richtig: a,, € O(b,) = Ic € Ry Ing e NVn >ny:a, <c-b,
=Vn>ng:b,>1/c-a, = b, € Qay,).

(f) falsch: sei a,, = 2n und b, = n, dann gilt a,, € O(b,) aber
2an & O(2bn).

(g) wahr fir a,,b, > 0 Vn € N: wegen b, € o(a,) gilt: Vc € Ry3ng €
N Vn > ng: b, < c¢-a,. Insbesondere gilt dies fiir ¢ = 1. Damit
erhalten wir: a,, < a, + b, <2-a, Yn > nyg.

Im Allgemeinen ist dies jedoch falsch: Sei a,, = n,b, = —n, dann

gilt a,, + b, =0 & Q(n).

(a) f(n) =log"n, g(n) =n"



f €o(g) (Begriindung: I'Hopital)

(b) f(n) =¥, g(n) = ¢
f €o(g) (Begriindung: I'Hopital)

(c) f(n)=+/n, g(n) =n>""

Da n®"" zwischen n und % oszilliert, gilt keine der Relationen.

(d) f(n)=2", g(n) =2"?
Offensichtlich gilt f € w(g).

() Flm) =, gn) = o
Wegen f =g gilt f € O(g), f€Qg), feO()

(f) f(n) =logn!, g(n) =logn"
Entweder man schétzt logn! = Y log(i) durch Integrale ab',

oder man benutzt die Stirlingformel um zu zeigen, dass gilt:

f€0(g), feQyg), feO(g)

5. Wegen f(n) < 1- f(n) Vn € N sind 0,0, sind reflexiv, nur © ist
symmetrisch: Angenommen Jci,co € Ry dng € NVn € Nn > ng
c1-g(n) < f<cy-g(n). Dann gilt auch Vn € Nn >ng: 1/co - f(n) <
g(n) <1/cy- f(n). Dass o und w nicht reflexiv sind, und dass O, Q, 0, w

nicht symmetrisch sind, iiberlege man sich selbst an Gegenbeispielen.

0) — (b) 0) w @) _ fororn
1 < Zl//{:2 < loglogn < +/logn < logn < Zl/k < log?n < 2v2losn
k=1 k=1

(

f ) S i
(vV2)e" ~ nlogn L log (n!) = n’/logn < n* R <t (g)

(e)

k)

(4) @ (m) (2 (n) (0 on
i nloglogn (% (logn)logn = (3/2)” L ) L (2n> < n! < 22 i

lsiehe z.B. http://www.math.upenn.edu/ wilf/ AlgComp3.html — Download Seite 8-9
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(a) Dol 1/k* =m/6

(b) I'Hopital

(c) Abschiitzung durch Integrale *

(d) nach Logarithmieren erhilt man loglog®n = 2loglogn € o(v/2logn)
(e) nach Logarithmieren erhilt man \/2logn € o(1/2logn)

(f) siehe 4. (f)

(g) log®n € o(n)

(h) al°sb = plose

) () = (1/6)n® — (1/2)n* + (1/3)n

(i) limp_.o n® /01081087 — lim,, ___ p3-loslogn —

(k) Logarithmieren

(1) folgt nach Logarithmieren mit loglogn € o(logn) und log”n €

o(n).

(m) mit der Stirlinformel folgt (%) ~ 1//7n - 22"

(n) log (%) € ©(n), logn! € O(nlogn)

(0) logn! € O(nlogn), log2?"™ € ©(2")



