[ Die L Ssung des wor m-up-Problems
L

[Noch einmal die Spielregeln:

Ein Wurm befindet sich zum Zeitpunkt t=0 am linken Ende eines einen Meter langen Gummibandes.
Er kriecht mit der Geschwindigkeit von 1cm pro Minute nach rechts mit dem Ziel, das rechte Ende des
Gummibandes zu erreichen. Nach einer Minute, wenn er also gerade 1 cm zuriickgelegt hat, wird das
Gummiband um einen Meter gedehnt. Nach der Dehnung, die keine Zeit in Anspruch nehmen soll,
befindet sich der Wurm also auf dem nunmehr 2 Meter langen Band genau 2cm vom linken und 198
cm vom rechten Ende entfernt. Nach Ablauf einer weiteren Minute hat der Wurm einen weiteren
Zentimeter zurlickgelegt, befindet sich nunmehr also 3 cm vom linken und 197 cm vom rechten Ende
entfernt. Dann wird das Band wiederum spontan um einen Meter gedehnt, also befindet sich der Wurm
nun auf einem 3 Meter langen Band 4,5 cm vom rechten und 195,5 cm vom linken Ende entfernt. Und
| so geht es immer weiter....

Wird der Wurm jemals das ersehnte rechte Ende erreichen?

:Um in tabellarischer Form einen Uberblick iiber die Daten fiir die ersten zehn Schritte dieses
Verfahrens zu bekommen benutzen wir ein simples Maple-Programm zur Berechnung. Eine
Erlauterung des Programms folgt danach:

> worm := proc(n)
local w;
ifn=1thenRETURN([1, 1,0.1,99,0.99, 1, 1] ) fi;

Wi worm(n—1)[2] C 1
(n—1)
w

w W W
[n, w, evalf ( W)’ n$100 —w, evalf (n— Wj’ e evalf(F) }

end:

Bei Eingabe der natiirlichen Zahl n liefert worm(n) sechs Zahlen [a, b, ¢, d, e, f] (und den
Schrittzdhler n) mit folgender Bedeutung:

a : der von dem Wurm bis zum n-ten Dehnungsschritt zuriickgelegte Weg (in Zentimetern)
b : die Fliesskommadarstellung des a-Wertes (in Metern)

¢ : die Entfernung des Wurms vom Zielpunkt zu diesem Zeitpunkt (in Zentimetern)

d : die Fliesskommadarstellung des c-Wertes (in Metern)

e : die zu diesem Zeitpunkt prozentual (!) zur Gesamtldnge des Bandes von dem Worm
zuriickgelegte Weg

f : die Fliesskommadarstellung des e-Wertes




[Das Resultat

> worm(3);

11 589 11
3, - 0.05500000000, - 2.945000000, o 1.833333333 (1)
:ist so zu interpretieren: unmittelbar vor der dritten Dehnung, bevor also das Band von 3 Meter auf 4
Meter gedehnt wird, ist der Wurm 5,5 cm vom linken und 2.945 Meter vom rechten Bandende entfernt.

Da die Bandlidnge 3 Meter betrédgt, hat er 11/6=1.833... Prozent der Bandldnge bewailtigt.

. Nun eine tabellarische Darstellung der ersten 10 Schritte:
> convert([seq(worm(n),n=1..10)],array);

1 1 0.1 99 0.99 1 1
2 3 0.03000000000 197 1.970000000 ; 1.500000000
3 121 0.05500000000 5289 2.945000000 161 1.833333333
4 235 0.08333333333 11375 3.916666667 T; 2.083333333
137 5863 137
5 BT 0.1141666667 T 4.885833333 60 2.283333333
2
6 147 0.1470000000 3853 5.853000000 el 2.450000000 @
10 10 20
363 13637 363
7 S0 0.1815000000 20 6.818500000 120 2.592857143
761 27239 761
8 35 0.2174285714 35 7.782571429 530 2.717857143
7129 244871 7129
9 530 0.2546071429 780 8.745392857 3520 2.828968254
7381 244619 7381
10 S50 0.2928968254 9.707103175 3520 2.928968254

' In absoluten Distanzen gesehen sieht die Sache nicht gut aus fiir den Wurm. Nach 10 Minuten ist er
knapp 30 cm vom linken Bandende entfernt und hat noch 9.70 Meter vor sich. Schaut man nach einer
| Stunde wieder vorbei, so ergibt sich

[ > worm(60);
15117092380124150817026911 307906646445783572546733089

" 53837289804317953893960 , 2.807922248, 53837289804317953893960

15117092380124150817026911

>7.19207775, 3230237388259077233637600 , 4.679870413

: €)

und nach einem Tag sieht es so aus wobei nur die Fliesskommazahlen gezeigt werden (die Darstellung
der exakten rationalen Zahlen fiillt eine ganze Seite):

F> [worm(24*60)[1] ,worm(24*60)[3] ,worm(24*60)[5] ,worm(24*60)[7]];



L [ 1440, 113.0394418, 1326.960558, 7.849961240 ] 4)

Der Wurm hat 113 Meter geschafft, davon gerade mal 24$0 = 1440 Zentimeter oder 14.40 Meter aus
eigener Kraft, ist iiber 1.3 Kilometer vom rechten Ende entfernt - hat aber inzwischen immerhin fast
8% der Bandlinge erreicht.

:Nun zur Erklarung des Programms: das Band ist unmittelbar vor der n-ten Dehnung n Meter und
unmittelbar danach NC 1 Meter lang. Der Dehnungsfaktor

n 1
betragt also =1C e Unmittelbar vor dieser Dehnung hat der Wurm den absoluten Abstand

w(n) (in Zentimetern) vom linken Bandende und
100 n—w(n) vom rechten Bandende. Unmittelbar nach der n-ten Dehnung ist der absolute Abstand

: . 1 :
vom linken Bandende ohne aktives Zutun des Wurm auf w(n )$( 1C Y j Zentimeter angewachsen. In

der folgenden Minute, bis zur (NC 1)-ten Dehnung also, kommt ein weiterer Zentimeter hinzu.

Die eigentliche Problemstellung fragt aber garnicht nach dem absolut zuriickgelegten Weg, sondern
der Wurm hat sein Ziel erreicht, wenn er 100% der Bandlinge zuriickgelegt hat -- wie gross die absolut
gesehen auch sei! Relativ gesehen sieht es aber so aus: beim n-ten Dehnungsschritt bleibt der relative
Abstand zu

den Bandenden erhalten, in der darauffolgenden Kriechphase gewinnt der Wurm Prozent hinzu,

einen Zentimeter im Vergleich zunC 1 Metern aktueller Bandlidnge! Unmittelbar vor dem n-ten
Dehnungsschritt hat der Wurm relativ gesehen also

1 1 1
=1C —C —+..+ —
H=1C 2C 3 .

[Prozent der Bandlénge zuriickgelegt.

Nun zum mathematischen Teil der Angelegenheit: die Zahlen H_nennt man harmonische Zahlen. H_

ist die Partialsumme der ersten n Glieder der sognenannten harmonischen Reihe -- von der man weiss
(wissen sollte), dass sie divergiert, wenn auch sehr, sehr langsam. Also wird irgendwann einmal H_

auch den Wert 100 tiberschreiten und dann hat der Wurm sein Ziel erreicht. Man kann das ziemlich
| genau quantitativ formulieren:

die Folge der Zahlen H_wichst fir n/ o wieln(n) (natiirlicher Logarithmus).

Das ist nicht einmal schwierig zu beweisen. Man muss nur H_ als Treppenapproximation eines

Integrals auffassen: aus
> assume(n,positive):
> Int(1/x,x=1..n)= int(1l/x,x=1..n);
e
1
— dX=In(n~ 5
o xinm) (5)

folgtIn(n) < H_ < In(nC 1).




Zuriick zum Wurmexperiment: es interessiert also der kleinste Wert vonn, fiir den H_ grosser als 100

. wird. Das Ergebnis fillt erniichternd aus. Uberschlagsmisssig ist
> n := evalf(exp(1l)”"(100));
n:=2.688117096 10" (6)

In Zeitdauer umgerechnet ergeben sich an Jahren

> n/(60%24%365);

I 5.114378037 10°” (7)
Die Moral von dieser Geschichte:

1- Es ist immer gut, numerische Experimente mit kleinen Werten zu machen --- aber Misstrauen
gegeniiber solchen Beobachtungen ist angebracht. Auch Simulationen kdnnen einen in die Irre fiihren.
2- Dass ein Algorithmus terminiert, heisst noch nicht, dass er auch "in verniinftiger Zeit" terminiert.
"Terminieren" sollte man, wenn es machbar ist, immer auch quantifizieren - darum kiimmern sich
Komplexititsanalyse und Komplexitdtstheorie.
3- Um quantitative Aussagen machen zu konnen, muss man mathematische Hilfsmittel benutzen und
Vorstellungen von hédufig vorkommenden Funktion haben. Den dramatischen Unterschied zwischen
linearem und logarithmischem Wachstum (oder, invers gesehen: zwischen exponentiellem und
linearem Wachstum) muss man verinnerlichen -- auch aus der Sicht praktischerer Anwendungen, als es
das Beispiel mit dem Wurm zeigt.
4- Bei quantitativen Aussagen sollte man immer sorgfaltig zwischen absoluten und relativen

| Vergleichen unterscheiden.




