
Einige Grundbegriffe der diskreten Wahrscheinlichkeitrechnung

Notation

I Ausgangssituation gegeben durch: (Ω,P), wobei
I Ω : endliche Menge “Elementarereignisse”
I P : Ω → [0, 1] “Wahrscheinlichkeitsverteilung” mit∑

ω∈Ω

P(ω) = 1

I P(ω) : Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Ereignisses ω

I (Ω,P) : endlicher Wahrscheinlichkeitsraum

I 2Ω = Teilmengen von Ω : “Ereignisse”

I Erweiterung zu einer Funktion P : 2Ω − [0, 1]

P(A) :=
∑
ω∈A

P(ω) für A ⊆ Ω

I Eigenschaften von P
I P(∅) = 0,P(Ω) = 1
I P(A ∪ B) + P(A ∩ B) = P(A) + P(B) für A,B ⊆ Ω
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Notation

Beispiele:

I (fairer) Münzwurf: ({H,T},P) mit P(H) = P(T ) = 1/2

I (allg.) Münzwurf : p ∈ [0, 1], ({H,T},P) mit
P(H) = p,P(T ) = 1− p

I (fairer) Würfel: ({1, 2, 3, 4, 5, 6},P) mit P(k) = 1/6 für
k = 1..6

I Gleichverteilung (“uniform”): (Ω,Pu) mit

Pu(ω) =
1

]Ω
(ω ∈ Ω) also Pu(A) =

]A

]Ω

I Bn mit Gleichverteilung mit Pu(a) = 2−n (a ∈ Bn)

I Bn mit Binomialverteilung für Parameter p ∈ [0, 1]:

binn,p(a) = p‖a‖(1− p)n−‖a‖ (a ∈ Bn)

I Permutationen (Sn,P
u) mit Pu(σ) = 1/n! (σ ∈ Sn).
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Konstruktionen, Unabhängigkeit

Konstruktionen
I Teilmengen und bedingte Wahrscheinlichkeiten

I Ist (Ω,P) W.raum und A ⊆ Ω mit P(A) > 0 so ist

(A,PA) mit PA : 2A → [0, 1] : B 7→ P(B)

P(A)

W.raum (“Unterraum”)
I In dieser Situation ist (Ω,P(·|A)) mit

P(·|A) : 2Ω → [0, 1] : B 7→ P(B|A) =
P(A ∩ B)

P(A)

eine W.raum: “durch A bedingte Wahrscheinlichkeiten”.
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Konstruktionen, Unabhängigkeit

I Unabhängige Ereignisse
I Sind A,B Ereignsisse mit P(A),P(B) > 0 so ist

P(A|B) · P(B) = P(A ∩ B) = P(B|A) · P(A)

(Formel von Bayes)
I A,B ∈ 2Ω sind unabhängig in (Ω,P), falls

P(A ∩ B) = P(A) · P(B)

Es gilt dann: P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B).
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Konstruktionen, Unabhängigkeit

I Produkte
I (Ω1,P1) und (Ω2,P2) seien W.räume

(Ω,P×) mit

{
Ω = Ω1 × Ω2

P×(ω1, ω2) = P1(ω1) · P2(ω2)

ist W.raum (“Produktraum”), P× = P1 × P2.
I Ist (Ω1,P1) = (Ω2,P2) = (Ω,P), so gilt für A,B ⊆ Ω

P×(A× B) = P(A) · P(B)

also P×(A× B) = P(A ∩ B) im Fall der Unabhängigkeit.
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Konstruktionen, Unabhängigkeit

Beispiele

I Würfel: A = {1, 3, 5},B{3, 6} sind unabhängig bei
Gleichverteilung:

P(A ∩ B) =
1

6
=

3

6
· 2

6
= P(A) · P(B)

aber für andere Ereignisse bzw. Wahrscheinlichkeiten muss
das nicht gelten,

I z.B. für A und C = {1, 5, 6}

P(A ∩ C ) =
2

6
6= 3

6
· 3

6
= P(A) · P(C )

I z.B. P ′(3) = 1/2,P ′(k) = 1/10 für k ∈ {1, 2, 4, 5, 6}

P ′(A ∩ B) = P ′({3}) =
1

2
6= 7

10
· 6

10
= P ′(A) · P ′(B)
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Konstruktionen, Unabhängigkeit

Beispiele

I Sind (Ω1,P
u
1 ) und (Ω2,P

u
2 ) W.räume mit Gleichverteilung, so

ist der Produktraum (Ω1 × Ω2,P
u
1 × Pu

2 ) ebenfalls ein Raum
mit Gleichverteilung.

I (Bn, binn,p) ist das n-fache Produkt von (B, bin1,p)

(B, binn,p) =
∏

1≤i≤n

(B, bin1,p)

I Auch die Gleichverteilung auf Sn lässt sich mittels
Produktbildung beschreiben, z.B. wenn man die
Inversionsvektoren (Lehmer-Code) zu Hilfe nimmt:
Sei [k] = {0, 1, 2, . . . , k − 1} und Ik = ([k],Pu

k ), wobei Pu
k die

Gleichverteilung auf [k] ist. Dann ist

(Sn,P
u) ' (Ln,P

u) = I1 × I2 × · · · × In
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Zufallsvariable

I Idee: Messung in Abhängigkeit vom W.raum (Ω,P)

I Zufallsvariable sind Abbildungen X : Ω → R
I betrachten hier nur Situation X : Ω → N

für k ∈ N bezeichnet {X = k} das Ereignis

{X = k} = {ω ∈ Ω ; X (ω) = k} = X−1(k) ⊆ Ω

I Mit
PX (k) = pk = P{X = k} (k ∈ N)

wird eine W.keit. PX auf (einer endlichen Teilmenge von) N
definiert (von X induzierte Verteilung).



Einige Grundbegriffe der diskreten Wahrscheinlichkeitrechnung

Zufallsvariable

I Wesentliche Parameter einer Zufallsvariablen
I E [X ] Erwartungswert (“Mittelwert”)

E [X ] :=
∑
ω∈Ω

X (ω) · P(ω) =
∑
k∈N

k · P{X = k}

I V (X ) Varianz (“mittlere quadratische Abweichung vom
Mittelwert”)

V [X ] := E [(X − E [X ])2] = E [X 2]− E [X ]2
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Zufallsvariable

I Linearität des Erwartungswertes: für X ,Y : Ω → R, a, b ∈ R

E [a · X + b · Y ] = a · E [X ] + b · E [Y ]

I Folgerung (beachte E [X ] ∈ R)

V [X ] := E [(X − E [X ])2]

= E [X 2 − 2 · X · E [X ] + E [X ]2]

= E [X 2]− 2 · E [X ]2 + E [X ]2

= E [X 2]− E [X ]2
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Zufallsvariable

Beispiele
I fairer Münzwurf mit X (H) = +1,X (T ) = 0

I E [X ] = 1
2 · 1 + 1

2 · 0 = 1
2

I V [X ] = 1
2 · 1

2 + 1
2 · 0

2 − ( 1
2 )2 = 1

4

I fairer Würfel mit X (k) = k (1 ≤ k ≤ 6)
I E [X ] = 1

6 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 7
3

I V [X ] = 1
6 (12 +22 +32 +42 +52 +62)− ( 7

3 )2 = 91
6 − ( 7

3 )2 = 175
18
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Zufallsvariable

I Bitvektoren (Bn, binn,p)

I Zufallsvariable X : Bn → {0, 1, . . . , n} : a 7→ ‖a‖
I {X = k} = Bn

k , binn,p{X = k} =
(n
k

)
pk(1− p)n−k

I Erwartungswert

E [X ] =
∑
a∈Bn

‖a‖ · binn,p(a) =
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
pk(1− p)n−k

= np ·
n−1∑
k=0

(
n − 1

k

)
pk(1− p)n−1−k = np

I Varianz

V [X ] = E [X 2]− E [X ]2 = E [X (X − 1)] + E [X ]− E [X ]2

=
n∑

k=0

k(k − 1) ·
(

n

k

)
pk(1− p)n−k + np − (np)2

= n(n − 1)p2 − np − (np)2 = np(1− p)
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Zufallsvariable

I Permutationen (Sn,P
u) (' Inversionsvektoren)

I Zufallsvariable: Anzahl der Inversionen

inv : Ln → {0, 1, . . . ,
(n(n−1)

2

)
} : (`1, `2, . . . , `n) 7→ `1+· · ·+`n

I Erwartungswert

E [inv] =
n(n − 1)

4
I Varianz

V [inv] =
n(n − 1)(2n + 5)

72
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Zufallsvariable

I Permutationen (Sn,P
u) (' Inversionsvektoren)

I Zufallsvariable: Anzahl der Links-Rechts-Maxima

lrm : Ln → {1, 2, . . . , n} : (`1, `2, . . . , `n) 7→ ]k(`1, . . . , `n)

I Erwartungswert
E [lrm] = Hn

I Varianz
V [lrm] = Hn − H(2)

n
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Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

I Zufallsvariablen X ,Y : (Ω,P) → N sind unabhängig, wenn für
alle k, ` ∈ N die Ereignisse {X = k} und {Y = `} unabhängig
sind, d.h.

P({X = k} ∩ {Y = `}) = P{X = k} · P{Y = `} (k, ` ∈ N)

d.h.
P(X ,Y )(k, `) = PX (k) · PY (`)

I Analog definiert man Unabhängigkeit für mehrere
Zufallsvariable
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Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

I Folgerungen: für unabhängige Zufallsvariablen X ,Y gilt

I E [X · Y ] = E [X ] · E [Y ]

E [X · Y ] =
X
k∈N

k · P{X · Y = k}

=
X

`,m∈N

` ·m · P{X = `} · P{Y = m}

=
X
`∈N

` · P{X = `} ·
X
m∈N

m · P{Y = m} = E [X ] · E [Y ]

I V [X + Y ] = V [X ] + V [Y ]

V [X + Y ] = E [(X + Y )2] + E [X + Y ]2

= E [X 2 + 2X · Y + Y 2]− (E [X ] + E [Y ])2

= E [X 2] + 2 E [X · Y ] + E [Y ]2 − E [X ]2 − 2E [X ] · E [Y ]− E [Y ]2

= E [X 2]− E [X ]2 + E [Y ]2 − E [Y ]2 = V [X ] + V [Y ]
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Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

I Inversionsvektoren (Bn, binn,p)

I betrachte Zufallsvariable X1,X2, . . . ,Xn mit

Xk : Bn → {0, 1} : a 7→ ak (1 ≤ k ≤ n)

I Diese Zufallsvariablen sind unabhängig und es ist

E [Xk ] = p V [Xk ] = p(1− p)

I Für X : a 7→ ‖a‖ gilt X = X1 + X2 + · · ·+ Xn, also

E [X ] = n · E [X1] = np

V [X ] = n · V [X1] = np(1− p)
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Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

I Inversionsvektoren (Ln,P
u)

I Für Links-Rechts-Maxima in Permutationen betrachte
Zufallsvariable X1,X2, . . . ,Xn mit

Xk : Ln → {0, 1} : ` = (`1, . . . , `n) 7→ χ`k=0 (1 ≤ k ≤ n)

I Diese Zufallsvariable sind unabhängig und es gilt

E [Xk ] =
1

k
V [Xk ] =

1

k
−

(
1

k

)2

I Für X : Ln → {1, . . . , n} : ` 7→ ]0` gilt
X = X1 + X2 + · · ·+ Xn, also

E [X ] =
n∑

k=1

E [Xk ] = Hn

V [X ] =
n∑

k=1

V [Xk ] = Hn − H
(2)
n
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Unabhängigkeit von Zufallsvariablen

I Inversionsvektoren (Ln,P
u)

I Für Anzahl Inversionen in Permutationen betrachte
Zufallsvariable X1,X2, . . . ,Xn mit

Xk : Ln → {0, 1} : ` = (`1, . . . , `n) 7→ `k (1 ≤ k ≤ n)

I Diese Zufallsvariable sind unabhängig und es gilt

E [Xk ] =
k − 1

2
, V [Xk ] =

(k − 1)(2k − 1)

6
−

(
k − 1

2

)2

=
(k − 1)(k + 1)

12

I Für X : Ln → {1, . . . ,
(
n
2

)
} : ` 7→ `1 + `2 + · · ·+ `n gilt

X = X1 + X2 + · · ·+ Xn, also

E [X ] =
n∑

k=1

E [Xk ] =
n∑

k=1

k − 1

2
=

n(n − 1)

4

V [X ] =
n∑

k=1

V [Xk ] =
n∑

k=1

(k − 1)(k + 1)

12
=

n(n − 1)(2n − 5)

72
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Erzeugende Polynome

I Ist X : (Ω,P) → N eine ZV, so definiert man das erzeugende
Polynom, indem man jedem Ereignis ω ∈ Ω das Monom zX (ω)

zuordnet und aufsummiert:

pX (z) =
∑
k∈N

P{X = k} zk =
∑
ω∈Ω

zX (ω)

I Dann gilt
I Erwartungswert

E [X ] = [pX (z)′]z=1 = p′(1)

I Varianz

V [X ] = [pX (z)′′]z=1 + [pX (z)′]z=1 − [pX (z)′]
2
z=1

= p′′X (1) + p′X (1)− p′X (1)2

I Faltungsformel für unabhängige ZVen X ,Y :

pX+Y (z) = pX (z) · pY (z)
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Erzeugende Polynome

I (Bn, binn,p)
I betrachte Zufallsvariable X1,X2, . . . ,Xn mit

Xk : Bn → {0, 1} : a 7→ ak (1 ≤ k ≤ n)

I Diese Zufallsvariable sind unabhängig und

pXk
(z) = (1− p) + pz (1 ≤ k ≤ n)

also

E [Xk ] = p′Xk
(1) = p

V [Xk ] = p′′Xk
(1) + p′Xk

(1)− p′Xk
(1)2 = p(1− p)

I Für X : a 7→ ‖a‖ gilt X = X1 + X2 + · · ·+ Xn, also

pX (z) = pX1(z) · pX2(z) · · · pXn(z) = [(1− p) + pz ]n

E [X ] = p′X (1) = np

V [X ] = p′′X (1) + p′X (1)− p′X (1)2 = np(1− p)
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Erzeugende Polynome

I Inversionsvektoren (Ln,P
u)

I Für Links-Rechts-Maxima in Permutationen betrachte
Zufallsvariable X1,X2, . . . ,Xn mit

Xk : Ln → {0, 1} : ` 7→ χ`k=0 (1 ≤ k ≤ n)

I Diese Zufallsvariablen sind unabhängig und

pXk
(z) =

1

k
(k − 1 + z) (1 ≤ k ≤ n)

also

E [Xk ] = p′Xk
(1) =

1

k

V [Xk ] = p′′Xk
(1) + p′Xk

(1)− p′Xk
(1)2 =

1

k
− 1

k2
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Erzeugende Polynome

I Für X : Ln → {1, . . . , n} : ` 7→ ]0` gilt
X = X1 + X2 + · · ·+ Xn, also

pX (z) =
z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n − 1)

n!

und es folgt mittels logarithmischer Ableitung

E [X ] = p′X (1) = Hn

V [X ] = p′′X (1) + p′X (1)− p′X (1)2 = Hn − H
(2)
n
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Erzeugende Polynome

I Inversionsvektoren (Ln,P
u)

I Für Anzahl Inversionen in Permutationen betrachte
Zufallsvariable X1,X2, . . . ,Xn mit

Xk : Ln → {0, 1} : ` = (`1, . . . , `n) 7→ `k (1 ≤ k ≤ n)

I Diese Zufallsvariable sind unabhängig und es gilt

pXk
(z) =

1 + z + z2 + · · ·+ zk−1

k
=

1

k
· 1− zk

1− z

und daher

E [Xk ] = p′Xk
(1) =

k − 1

2

V [Xk ] = p′′Xk
(1) + p′Xk

(1)− p′Xk
(1)2 =

(k − 1)(k + 1)

12
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Erzeugende Polynome

I Für X : Ln → {1, . . . ,
(n
2

)
} : ` 7→ `1 + `2 + · · ·+ `n gilt

X = X1 + X2 + · · ·+ Xn, also

pX (z) =
1

n!
· (1− z2)(1− z3) · · · (1− zn)

(1− z)n

und so mittels logarithmischer Ableitung

E [X ] = p′X (1) =
n(n − 1)

4

V [X ] = p′′X (1) + p′X (1)− p′X (1)2 =
n(n − 1)(2n − 5)

72
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Wichtige Abschätzungen

I Markov-Ungleichung
X : Ω → R≥0 sei Zufallsvariable. Dann gilt für jedes t > 0

P{X ≥ t} ≤ 1

t
· E [X ]

Beweis:

E [X ] ≥
X
x≥t

x · P{X = x} ≥
X
x≥t

t · P{X = x} = t · P{X ≥ t}

I Chebychev-Ungleichung
X : Ω → R sei Zufallsvariable. Dann gilt für jedes t > 0

P{|X − E [X ]| ≥ t} ≤ 1

t2
· V [X ]

Beweis: Wende Markov-Ungleichung auf Y = (X − E [X ])2 an.
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Wichtige Abschätzungen

I Chernoff-Ungleichungen für Bn und Binomialverteilung:
Für δ > 0 gilt:

binn,p{a ∈ Bn; ‖a‖ ≥ np + δ} ≤ e
− δ2

2n(1−p)

binn,p{a ∈ Bn; ‖a‖ ≤ np − δ} ≤ e−
δ2

2np

binn,p{a ∈ Bn; | ‖a‖ − np | ≥ δ} ≤ e−
δ2

2n

NB: die beiden ersten Ungleichungen sind äquivalent, die dritte ist
unmittelbare Folge der ersten beiden. Man muss also nur die erste
Ungleichung beweisen.
Verwende die unabhängigen Zufallsvariablen
Xk : Bn → {0, 1} : a 7→ ak (1 ≤ k ≤ n) und X = X1 + X2 + · · ·+ Xn

wie oben. Zu beweisen ist also:

binn,p{X ≥ np + δ} ≤ e−
δ2

2n(1−p)
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Wichtige Abschätzungen

I α > 0 sei ein Parameter, der später fixiert wird.

I Für 1 ≤ k ≤ n sei Zk = eα(Xk−p). Diese Zufallsvariablen sind
unabhängig (weil die Xk unabhängig sind) und es ist

E [Zk ] = p · eα(1−p) + (1− p) · e−αp

I Für Z =
∏

1≤k≤n Zk = eα(X−np) folgt mittels Unabhängigkeit:

E [Z ] =
∏

1≤k≤n

E [Zk ] =
[
p · eα(1−p) + (1− p) · e−αp

]n

I Fakt: es gilt immer

p · eα(1−p) + (1− p) · e−αp ≤ eα2(1−p)/2

I Folgerung:

E [Z ] ≤ eα2(1−p)n/2
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Wichtige Abschätzungen

I Mittels der Markov-Ungleichung für Z erhält man

P{X − np ≥ δ} = P{Z ≥ eαδ}
≤ E [Z ] · e−αδ

≤ eα2(1−p)n/2−αδ

I Man kann α so wählen, dass der Ausdruck auf der rechten Seite so
klein wie möglich wird: das führt auf α = δ

n(1−p) . Setzt man dies

ein, erhält man die Behauptung.


