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L Notation L Notation

» Ausgangssituation gegeben durch: (£, P), wobei Beispiele:
» Q : endliche Menge “Elementarereignisse” > (fairer) Miinzwurf: ({H, T}, P) mit P(H) = P(T) =1/2

» P:Q —[0,1] “Wahrscheinlichkeitsverteilung” mit

» (allg.) Miinzwurf : p € [0,1], ({H, T}, P) mit
Zp(w)zl P(H)=p,P(T)=1-p
weQ > (fairer) Wirfel: ({1,2,3,4,5,6}, P) mit P(k) = 1/6 fir
k=1.6

» P(w) : Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses w
» (£, P) : endlicher Wahrscheinlichkeitsraum
» 22 = Teilmengen von  : “Ereignisse”

v

Gleichverteilung (“uniform”): (€2, PY) mit

PY(w) = > (we Q) also PY(A) = E—é

» Erweiterung zu einer Funktion P : 22 — [0, 1] 1Q

v

B"” mit Gleichverteilung mit PY(a) =2~" (a € B")

P(A):=) P(w) fir ACQ
B"” mit Binomialverteilung fiir Parameter p € [0, 1]:

weA

v

» Eigenschaften von P bin. -(a) = plal(1 n—|la] B"
, =p p ac

» P(0) =0,P(Q) =1 n.p(a) ( ) ( )

» P(AUB)+ P(ANB) = P(A)+ P(B) fir A,BCQ

v

Permutationen (S,, PY) mit PY(c) =1/n! (0 € G,).
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LKonstruktionen, Unabhéngigkeit L Konstruktionen, Unabhangigkeit

Konstruktionen

» Teilmengen und bedingte Wahrscheinlichkeiten » Unabhingige Ereignisse
> Ist (2, P) W.raum und A C Q mit P(A) > 0 so ist » Sind A, B Ereignsisse mit P(A), P(B) > 0 so ist
(A,Pa) mit Pa:2%—[0,1]: B ’;Ef\; P(A[B) - P(B) = P(AN B) = P(BA) - P(A)

(Formel von BAYES)
W.raum (“Unterraum™) » A, B € 2% sind unabhingig in (Q, P), falls
» In dieser Situation ist (2, P(-|A)) mit
P(A N B) = P(A) . P(B)
P(AN B)
. - Q H . = —
PCIA): 27 = 10,11 B = P(BIA) = =57 Es gilt dann: P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B).

eine W.raum: “durch A bedingte Wahrscheinlichkeiten”.
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LKonstruktionen, Unabhéngigkeit LKonstruktionen, Unabhangigkeit
Beispiele
» Wiirfel: A= {1,3,5}, B{3,6} sind unabhingig bei
» Produkte Gleichverteilung:
» (Qq, Py) und (2, Py) seien W.rdume 1 3 9
P(AnB)==-=—-.-—-=P(A)-P(B
(2, P*) mit 5
P*(w1,w2) = Pr(wn) - Pa(w2) aber fiir andere Ereignisse bzw. Wahrscheinlichkeiten muss

das nicht gelten,

ist W.raum (“Produktraum”), P* = P; X P;,. > 2.B. fir A und C = {1,5,6}

> st (1, P1) = (22, P2) = (R, P), so gilt fir A,B C Q
3 3

2
P*(Ax B) = P(A) - P(B) P(AmC):6¢6-6_P(A)-P(C)
also P*(A x B) = P(AN B) im Fall der Unabhangigkeit. » z.B. P'(3) = 1/2, P'(k) = 1/10 fiir k € {1,2,4,5,6}
PANB) = P/((3) = 5 # 1o 15 = P(A)- P/(B)
27 10 10
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LKonstruktionen, Unabhéngigkeit L Zufallsvariable
Beispiele
» Sind (1, P{') und (€22, P¥) W.rdaume mit Gleichverteilung, so
ist der Produktraum (21 x Qa, P{ x PY) ebenfalls ein Raum > Idee: Messung in Abhangigkeit vom W.raum (Q, P)
mit Gleichverteilung. » Zufallsvariable sind Abbildungen X : Q — R
» (B",bin, ) ist das n-fache Produkt von (B, bin; ) » betrachten hier nur Situation X : Q — N

fir k € N bezeichnet {X = k} das Ereignis
(B,binn,) = [] (B,biny,)

1<i<n (X=k}={weQ; X(w)=k}=X"1k)CQ
» Auch die Gleichverteilung auf &, lasst sich mittels » Mit
Produktbildung beschreiben, z.B. wenn man die Px(k) = px = P{X = k} (k € N)
Inversionsvektoren (LEHMER-Code) zu Hilfe nimmt: o _ _ _ _
Sei [K] = {0,1,2,...,k— 1} und Z, = ([k], PY), wobei P! die wird eine W.keit. Px auf (einer endlichen Teilmenge von) N

Gleichverteilung auf [k] ist. Dann ist definiert (von X induzierte Verteilung).

(Gn,P”)z(ﬁn,P”):_’Zl X To X -+ XTIy
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I*Zufallsvariable I*Zufallsvariable

» Linearitat des Erwartungswertes: fiir X, Y : Q — R, a, b€ R

» Wesentliche Parameter einer Zufallsvariablen
» E[X] Erwartungswert (“Mittelwert") Ela-X+b-Y]=a-E[X]+b-E[Y]

EX] =) X(w) P(w)=> k-P{X =k} » Folgerung (beachte E[X] € R)

weR keN
» V/(X) Varianz (“mittlere quadratische Abweichung vom VIX]:= E[(X - E[X])z]
Mittelwert” ) = E[X2—2'X’ E[X]+E[X]2]
VIX] = E[(X — E[X]))] = E[X?] — E[X]? = E[X?] =2 E[X]” + E[X]?
= E[X?] — E[X]?
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LZufallsvalriable LZufallsve\riable

> Bitvektoren (B”, bin, p)
» Zufallsvariable X : B" — {0,1,...,n} :a— |a||
> {X =k} =B, bin, ,{X = k} = (})p*(1 — p)"*

» Erwartungswert

Beispiele
» fairer Miinzwurf mit X(H) = +1,X(T) =0 B . N n\ ok
CEX)=1o143.0- ] EX) = 3 [l -binns(a) = 3k (1)1 )
VX =310t (3) = T )
» fairer Wiirfel mit X(k) = k (1 < k <6) — "P‘Z (” ; 1)pk(1 —p)" ik =np
k=0

7

» E[X]=3(1+24+3+4+5+6)=
> V[IX] = :(124+224+324+42+52+62)— (£)2 =2

w
©
=t

|
—~
wI~N
N—r
N
|
[
|5
3]

— 18 » Varianz
V[X] = E[X?] — E[X]? = E[X(X — 1)] + E[X] — E[X]?

= Z k(k —1)- (Z) p (1 —p)"* + np — (np)?
k=0

= n(n —1)p* — np — (np)> = np(1 — p)
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I*Zufallsvariable I*Zufallsvariable

» Permutationen (S,, P") (~ Inversionsvektoren) > Permutationen (G, P") (~ Inversionsvektoren)
: ~

> Zufallsvariable: Anzahl der Inversionen » Zufallsvariable: Anzahl der Links-Rechts-Maxima

. . n(n—1)\ .
1nv.£,,—>{0,1,...,( A )}.(El,ﬂg,...,ﬁn)H€1+ +4p Lrm: Lo — {12, 0} (1, Loy L) = (e, )

» Erwartungswert

n(n—1) » Erwartungswert
E[inv] = 2 E[]_rm] = Hn
» Varianz » Varianz
Vis n(n—1)(2n +5) V[irn] = H, — H®
[inv] =
72
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LUnabh'eingigkeit von Zufallsvariablen LUnabhéingigkeit von Zufallsvariablen

» Folgerungen: fiir unabhingige Zufallsvariablen X, Y gilt

» E[X-Y]=E[X] E[Y]
» Zufallsvariablen X, Y : (Q, P) — N sind unabhangig, wenn fiir

alle k,¢ € N die Ereignisse {X = k} und {Y = ¢} unabhingig EX-YI=) k- P{X Y=k}
sind, d.h. ker
=> Lm-P{X=0 P{Y=m}
PU{X =k}n{Y =4})=P{X =k} -P{Y =1} (k,leN) &meN
=Y C-P{X =10} m-P{Y=m}=E[X] E[Y]
dh LeN meN
Pix,v)(k,€) = Px(k) - Py(¢) > V[X + Y] = V[X] + V]Y]
» Analog definiert man Unabhangigkeit fiir mehrere VIX + Y] = E[(X + V)] + E[X + Y]?
Zufallsvariable _ E[X2 +2X-Y + Y2] _ (E[X] + E[Y])2

= E[X’] +2E[X - Y]+ E[Y)? — E[X]* — 2E[X] - E[Y] — E[Y]
= E[X?] — E[X]* + E[Y)? — E[Y]? = V[X] + V[Y]
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LUnabh'zingigkeit von Zufallsvariablen LUnabh'eingigkeit von Zufallsvariablen

» Inversionsvektoren (L, P")
» Fiir Links-Rechts-Maxima in Permutationen betrachte
Zufallsvariable X1, X5, ..., X, mit

Xi: Lnp—{0,1}: 0= (l1,...,4n) — xr,—0 (1 < k <n)

v

Inversionsvektoren (B"”, bin, p)
betrachte Zufallsvariable X1, X3, ..., X, mit

v

Xi:B" = {01} ram ac (1< k<n) » Diese Zufallsvariable sind unabhangig und es gilt

» Diese Zufallsvariablen sind unabhangig und es ist 1 1 1\?
EXd = VIXd = - (z)
E[Xk] = VIXi] = p(1 —
Xid = p Xid = p(1 = p) > Fir X : L, — {1,...,n}: £ tol gilt
» Fir X :a Jla]| gilt X =Xy + Xo + -+ + X, also X=X1+Xo+ -+ X,, also
n
E[X] = n-E[X{] = np EIX] =) E[X] = Hn
V[X] =n-V[Xi] = np(1 — p) k=1
VIX]= 3" VIXd = Hy — HY
k=1
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LUnabh;—ing;igkeit von Zufallsvariablen LErzeug;ende Polynome
> Inversionsvektoren (L,, P") > Ist X : (Q,P) — N eine ZV, so definiert man das erzeugende
» Fiir Anzahl Inversionen in Permutationen betrachte Polynom, indem man jedem Ereignis w € Q das Monom zX()
Zufallsvariable X1, Xa, ..., X, mit zuordnet und aufsummiert:
Xi: Ln—{0,1}:0=(l1,...,0,) — Uk (1< k< n) px(z) =Y P{X=k}zK=>
keN we
» Diese Zufallsvariable sind unabhingig und es gilt © ©
R » Dann gilt
_ k-1 _ (k=1)(2k-1) o k—1\" _(k=1)(k+1) » Erwartungswert
EPXd === VIXd = 6 2 ) 12 / ,
EX] = [px(2)],—1 = P'(1)
> Fir X: L, —{1,...,(0)} : b= la4+ Lo+ + 4, gilt _
X=X+ Xo+---+ X, also » Varianz
= iy N~ k=1 n(n—1) VIX] = [px(2) ]y + [px(2) ], — ox(2) 1oy
XI=2 EXI =)~ == = pk(1) + pi(1) — P (1)’
n n 1)(2n —5) » Faltungsformel fiir unabhangige ZVen X, Y:

VIX] = Z VX = Z (k— 1igk +1) _ n(n— X

k=1 k=1 px+v(2) = px(2) - py(2)



L Einige Grundbegriffe der diskreten Wahrscheinlichkeitrechnung L Einige Grundbegriffe der diskreten Wahrscheinlichkeitrechnung

L Erzeugende Polynome L Erzeugende Polynome

> (B",bin,p)

_ _ » Inversionsvektoren (L, P")
» betrachte Zufallsvariable X1, X5,..., X, mit

» Fiir Links-Rechts-Maxima in Permutationen betrachte
Xe:B" —{0,1} rar ax (L < k <n) Zufallsvariable X1, X, ..., X, mit
» Diese Zufallsvariable sind unabhangig und Xi: L — {0,1}: € ya—0 (1< k < )
px(z2) =(1—p)+pz (1< k<n)

| » Diese Zufallsvariablen sind unabhangig und
also

1
E[X] = px, (1) =p px(2) = L(k=142) (1<k<n)
VIXk] = P, (1) + Pk, (1) — P, (1)* = p(1 - p)
» Fiir X :a— |a| gilt X = X1+ X2+ -+ X, also

also

, 1
px(2) = px,(2) - Pxo(2) - px,(2) = [(1 — p) + p2]” EIX = px, (1) = ¢
E1X) = p(1) = e VXL = o (1) + Pl (1) — Pl (1)2 =
VIX] = px(1) + pk(1) — Px(1)* = np(1 — p)

1

x| =
Pyl
N
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L Erzeugende Polynome L Erzeugende Polynome

» Inversionsvektoren (L, P")

. » Fiir Anzahl Inversionen in Permutationen betrachte
> Fiir X L, — {1,...,n}: £ — fol gilt Zufallsvariable X1, Xo, ..., X, mit
X=Xi+Xo+ -+ X,, also

z(z+1)(z+2)~~~(z+n—1) XkZ,C,,—>{0,].}Zf:(gl,...,fn)b—)&( (].Skgn)

px(2) = nl » Diese Zufallsvariable sind unabhangig und es gilt
und es folgt mittels logarithmischer Ableitung l4+z+224-- 421 1 1-2F
Px.(2) = k Tk
E[X] = pl(1) = H -
- - n
x und daher

VIX] = px(1) + px(1) = Px(1)* = Ho — H5? k-1

VIXG = pl (1) + pl (1) — pi (1)2 = =D D)

12
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LErzeugende Polynome LWichtige Abschatzungen

» MARKOV-Ungleichung
> Fir X : £ — {1,..., (’27)} Oy 4 lo o+ 0, gilt X : Q0 — R sei Zufallsvariable. Dann gilt fiir jedes t > 0
X=X1+Xo+---+X,, also

P{X >t} < Ly E[X]
1 -2 -2%)- (12" t
Px(2) = - (1—2z)r Beweis:
und so mittels logarithmischer Ableitung ElX] = Z:X PiX=xp2 Z: t-P{X=x}=t-P{X>t]
E[X] = pi(1) = n(n—1) » CHEBYCHEV-Ungleichung
X 4 X : Q — R sei Zufallsvariable. Dann gilt fiir jedes t > 0
n(n—1)(2n -5
VIX] = (1) + pk(1) — pi(1)? = "7 =D =9 !
PUX — EIX]| > t} < - VIX]

Beweis: Wende MARKOV-Ungleichung auf Y = (X — E[X])? an.
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LWiz:htig;e Abschatzungen LWichtige Abschatzungen
» CHERNOFF-Ungleichungen fiir B” und Binomialverteilung: > «a > 0 sei ein Parameter, der spater fixiert wird.
Fiir 6 > 0 gilt: > Fiir 1 < k < nsei Zx = e**Xx=P)_ Diese Zufallsvariablen sind
) unabhangig (weil die Xk unabhingig sind) und es ist

)
bin,p{a € B"; [|a] > np+ 6} < e 209
2

5 E[Z]=p-e P +(1-p)-e
bin, ,{a € B";|ja|| <np—46} <e 2w

v

52 Fir Z =1]1cpcp Zk = e*(X=mp) folgt mittels Unabhingigkeit:

bin,,{a € B"||la]| — np| > 6} < e % -
_ . o o Elzl= [] Elzd=[p e+ (1-p) e ]

NB: die beiden ersten Ungleichungen sind dquivalent, die dritte ist 1<k<n

unmittelbare Folge der ersten beiden. Man muss also nur die erste -

Ungleichung beweisen.

Verwende die unabhangigen Zufallsvariablen

Xe:B" —{0,1}rar—ax (1< k<n)und X =X; +Xo+---+ X, p.ea(l—P) +(1—p)-e < e’ (1=p)/2

wie oben. Zu beweisen ist also:

v

Fakt: es gilt immer

v

52 Folgerung:
bin, ,{X > np+ 0} < e 20=p E[Z] < e’ (1=p)n/2
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LWichtige Abschatzungen

> Mittels der MARKOV-Ungleichung fiir Z erhalt man

P{X —np>d}=P{Z> e}
< E[Z] e
eaz(l—p)n/2—oc5

IN

» Man kann « so wahlen, dass der Ausdruck auf der rechten Seite so
klein wie moglich wird: das fiihrt auf o = ﬁ. Setzt man dies
ein, erhdlt man die Behauptung.



