Beispiele zur probabilistischen Methode Beispiele zur probabilistischen Methode
Drei Beispiele: das MaxCut-Problem

» Das MaxCuT-Problem
» G = (V, E) Graph mit Knotenmenge V, 1V = n,
Kantenmenge E C (\2/) tE = m.

e : . C e . » Schnitt von G: ¢ = (A, B) mit
» ldee: Nicht-konstruktive Existenzbeweise fiir Strukturen mit ABC(V),ANB=0,AUB=V.

bestimmten Eigenschaften » Wert von c:

» Drei Beispiele
» Das MaxCut-Problem
» Das MAXSAT-Problem
» Das RAMSEY-Problem

vic):=t{ec E; e={a,b} mitac A be B}

» MAXCUT: bestimme Schnitt v, fiir den v(c) maximal wird,
bzw. bestimme
» Probabilistische Formulierung
v(G) = max v(c
( ) c=(a,b) Schnitt von G ( )
» Das Problem MaAXCuT ist NP-hart!
(im Gegensatz zum entsprechenden Minimierungsproblem
— Flisse in Netzwerken)
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Drei Beispiele: das MaxCut-Problem

Drei Beispiele: das MaxCut-Problem

» Behauptung: v(G) > 7, d.h. es gibt in jedem Graphen G » (Forts.)
immer einen Schnitt ¢ mit v(c) > 7.
» Beweis: Definiere fiir jede Kante e € E und jeden Schnitt Z v(c) = Z er(c)
c = (A B) von G: ¢ Schnitt v.G ¢ Schnitt v.G ecE
=2, 2. x(o
(©) 1 fallse={a,b}undacAbeB e€E ¢ Schnitt v.G
c) =
Xe 0 sonst = Z 21 = m.ont
ecE

Dann ist fiir jeden Schnitt ¢ = (A, B) von G und jede Kante

ec E Die Summe (links) hat 2" Glieder, es muss also mindestens

ein Glied geben, das einen Beitrag > 7 liefert!
v(c) = er(c) und Z Xe(c) =21 Also ist v(G) > 7.
ecE ¢ Schnitt von G Dies zeigt nicht, wie man einen solchen maximalen Schnitt
findet!
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Drei Beipsiele: das MaxSat-Problem Drei Beipsiele: das MaxSat-Problem

» Das MAaXSAT-Problem

>

v

Xy = {x1,x2,...,Xxn} aussagenlogische Variable,
V,=X,U{x1,x2,...,x1} Literale
AL Formel in Klauselform (konjunktive Normalform)
F=GANGAN...NC, L. . c
> v(F) > 7, d.h. es gibt immer eine Bewertung ¢, die

wobei die Klauseln C; Disjunktionen von Literalen sind. mindestens die Hilfte der Klauseln von F wahr macht.
Keine Klausel enthalte zueinander komplementare Literale.

Bewertung ¢ : X, — {t,f} wird zu Bewertung von Literalen,
Klauseln und Formeln wie iiblich fortgesetzt. » der Beweis zeigt nicht, wie man ein solches ¢ findet!

Wert von ¢:
v(¢) =#{G; #(C) =t}

MAXSAT: finde zu Formel F Bewertung ¢, die moglichst viele
der Klauseln wahr macht, bzw. bestimme

v(F) = m;x v(9)

> Beweis: siche Ubungen!

Das Problem MAXSAT ist NP-hart!
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Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Beweis der oberen Schranke
» Definiere fiir a, b € N: R(a, b) ist die kleinste Zahl N € N mit
der Eigenschaft:

» Das RAMSEY-Problem (einfachster Fall) Jeder Graph G = (V, E) mit $V > N enthilt eine a-Clique
» Zu k € N sei R(k) die kleinste Zahl N € N mit der oder eine [?'COC“qUG-
Eigenschaft: » Offenbar gilt R(a,1) =1 = R(1, b) fiir alle a, b € N.
Jeder Graph G = (V, E) mit £V > N enthilt eine k-Clique » Es gilt die Rekursionsungleichung (siehe nichste Seite)
oder eine k-Coclique.
<
» Bekannte Werte: R(2) =2, R(3) =6, R(4) = 18. Rla+1,b+1) < R(a+1,0)+ R(a,b+1) (2,b€N)
> Esgilt: s » Aus den Induktionsannahmen
2k22§f"(k)§( 3 ) at+b—1 at+b—1
k-1 R(a+1,b)§( ) > R(a.b—|—1)§< X )
(also exponentielles Wachstum).
folgt

wenimn= ()01 )< (1) (1)
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Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Beweis der Rekursionsungleichung:
G = (V, E) enthalte weder eine (a+ 1)-Clique, noch eine
(b + 1)-Coclique, d.h. esist §V < R(a+1,b+ 1).
> Beweis der oberen Schranke (Forts.) v € V sei beliebiger Knoten,
» Es gilt also A ={ueV;{uv}eE}, B,={ueV;{uv}¢E}
ath » G, = (Ay, E|a,) enthdlt weder eine a-Clique, noch eine
R(a+1,b+1) < ( > (a,b e N) (b + 1)-Coclique, also A, < R(a,b+ 1),
a » G =(B,, E|g,) enthilt weder eine (a+ 1)-Clique, noch eine
b-Coclique, also B, < R(a+ 1, b).
Somit ist

und insbesondere

2k
R(k = R(k  k =
(k+1) (k+1,k+1) (k) tV =4A, + 8B, +1 < R(a,b+ 1)+ R(a+1,b)

und speziell mit fV = R(a+1,b+ 1) — 1 folgt:

R(a+1,b+1)<R(a+1,b)+ R(a,b+1)
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Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Beweis der unteren Schranke
» Q, = alle Graphen G mit Knoten V,, = {1,2,...,n}
> 10, = 20)
» Fir G € Q,, AC V, mit A = k sei (%) Z v(G) = Z ZXA(G)

GeQ, GeQ, ACVn
HA=k

» Beweis der unteren Schranke (Forts.)
» Nun folgt

1 falls A eine k-Clique oder k-Coclique von G

xa(6) = {0 sonst = Z Z xA(G) = (Z) 2 2(2)7(5)

ACVy GEQ,
» Anzahl der k-Clique und k-Cocliquen eines Graphen G e

Die Summe () hat 2(2) Glieder.
v(G) = G - -
(©) AZ; xa(6) » Speziell fiir n = 2°7 ist
HA=k
» Offensichtlich gilt fiir jedes A C V,, mit A = k: <Z) 2.20)-0) < gk 2. 20)-() = 2()+1-% < 2(3)
G)=2-26-() . . _

Z xa(G) = » Mindestens einer der Terme der Summe (*) muss einen
GeQ,

Beitrag < 1 liefern.
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Drei Beispiele: Ramseys Problem Drei Beispiele: Ramseys Problem

» Das eben gezeigte Resultat ist der Spezialfall eines Satzes von
F.P. RaMSEY (1930):

» r, k, ¢ seien natiirliche Zahlen. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl N = N(r, k,¢) mit der Eigenschaft:

> Beweis der unteren Schranke (Forts.) » Firbt man die k-elementigen Teilmengen einer N-elementigen
» Folgerung: es muss ein G € Q, geben mit v(G) < 1. Dann Menge A auf irgendeine Weise mit r Farben, so gibt es immer
bleibt aber nur v(G) =0, d.h. G hat weder eine k-Clique, eine (-elementige Menge B C A, deren samtliche
noch eine k-Coclique. k-elementigen Teilmengen dieselbe Farbe haben.

= (85 (58 (el (R, vl e Gl alldines (6 et » Der vorangehende Satz behandelt den Fall k =2,r = 2.

» Der Fall k =1 entspricht dem Schubfachprinzip.

» Der Beweis im allgemeinen Fall benutzt eine analoge
Induktion.

» Daraus hat sich eine umfangreiche Theorie entwickelt, die
nach diesem englischen Logiker benannt ist.
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Probabilistische Formulierung Probabilistische Formulierung

» Simple Tatsache:

> Q sei endliche Menge, P : Q — [0, 1] - BRI | _
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q, d.h. >~ o P(w) = 1. > X1, X, e ,.Xm‘sele‘n Zu‘fallsvarlable, X=X+ Xo 4+ Xny
» X :Q — R Zufallsvariable mit Erwartungswert (Unabhingigkeit wird nicht vorausgesetzt!)
> Dann gibt es ein w € Q mit X(w) > E[X] =, ., E[X]]
EX] =) Pw)- X(w) (analog mit <).
oo » Das ist von Interesse, wenn man die E[X;] und damit E[X]

ausrechnen kann.
» Dann gibt es ein w € Q mit X(w) > E[X] (analog mit <).
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Probabilistische Formulierung Probabilistische Formulierung

» MAXSAT-Problem

» MaxCuT-Problem » F=C AGA...NACp, aussagenlogische Formel in
» G = (V, E) endlicher Graph mit £V = n und {E = n. Klauselform mit Variablen X, = {x1,x2, ..., %y}
» Q, := {Schnitte ¢ = (A, B) von G} » Q, = {Bewertungen ¢ : X, — {t,f}}
mit Gleichverteilung P,(c) = % (c € Q,) mit Gleichverteilung P,(¢) = 5
» Fiir jedes e = {a, b} € E ist x. : Q, — {0,1} Zufallsvariable > Fiir jede Klausel C; ist x; : 2, — {0,1} eine Zufallsvariable
auf (Q,, P,) mit . auf (Q,, P,) mit
Elxel = 5 1 1
2 Elxi]=1- Sk > 5
> V=17 .. Xe ist Zufallsvariable auf (Q2,, P,) mit
m > V=) 1 icmXe ist Zufallsvariable auf (Q2,, P,) mit
EM =2 Elxel=7 -
ecE E[v] = Elxe] > =
M= Y Exdz]
» Es muss also ein ¢ € Q, geben mit v(c) > 2. 1sism

» Es muss also ein ¢ € Q, geben mit v(¢) > 7.
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Probabilistische Formulierung

» RAMSEY-Problem
» Q, = {Graphen G = (V,,, E)}, wobei V, ={1,2,...,n}
mit Gleichverteilung P,(G) = 2-(2)
» Fir AC V, mit fA =k ist xa:Q, — {0,1} eine
Zufallsvariable auf (22,, P,) mit

Efxal = 27+

> v = Z Xa ist Zufallsvariable auf (2,, P,) mit

ACV,
#A=k

e = Y el = () -2 O

ACV,
#A=k

> Fiir n>2% ist E[v] < 1. Es muss dann also ein G € Q,
geben mit v(G) < 1, d.h. v(G) = 0.



