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Landaus asymptotische Notation Geometrische Reihe

n 1— n+1
0,Q,0,w,0, ~ Zak _ Fo— fallsa#1
o n+1 fallsa=1
» wird vorausgesetzt :
» siehe Folien auf webseite el ETS el (P el B

» oder einschlagige Literatur (z.B. Cormen, Leiserson, Rivest) A4+X+X+ X34+ X1 -X)=1-Xx"1

m] [ = =

= o = = = =
. T —————
: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06 : Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06
Mathematische Hilfsmittel Mathematische Hilfsmittel
80000000000 gOOOOOOOOOO
0000000000 0000000000
000000 000000
0000 0000
Einige niitzliche Formeln Einige niitzliche Formeln
I EEEEE—————————
Anwendung: das Master-Theorem fiir divide-and-conquer-
Rekursionen (einfachste Version)
Die geometrische Reihe Die Loésung der Rekursion
n
o0 . . = . — . —
K konvergiert gegen % fir |of < 1 T(n)=a T(b) +c-n T(1)=d
E o = @
divergiert fiir |a| > 1 : e
k=0 & ol = mit a,c,d € R-g, b € Ny verhilt sich so:
©(n) fallsa< b
T(n) € { ©(nlogn) fallsa=b
O(n'&»?)  falls a > b
o & = = =] = = =
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Zum Beweis: man lasst sinvollerweise die Rekursion iiber Potenzen von b
laufen. Mit n = b und t, := T(b*) erhilt man

tk:a-tk,;l—i—c-bk (k>0),t0:d

Dies ist eine inhomogene lineare Rekursion erster Ordnung fiir die
(tk)k>0-
Riickwartsentwickeln der Rekursion (Induktion!) liefert

tr=a' tig+c- (a7 + a2 + -+ 2%B%) (0<<k)

und somit fir £ = k:

b=ttt b ((;)k‘u e (g)")

a\k
_ ak-d+c-bk-1_1£5) falls a # b

Damit ist
£L bk falls a < b
tk ~<{ c-k-b¥ fallsa=»b
(d+£b). 2k fallsa>b
Jetzt muss man das nur noch auf die T(n) umformen und dabei
b* = n, k = log, n und a = b'°852 beachten.

b*-d+c-bk-k falls a= b
(=] = = = = o = = - =
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Binomialformel, Binomialkoefizienten
Fiir x € C (allgemeiner: kommutativer Ring) gilt

(14x)" = zn: (Z)xk

k=0

wobei (Z) = #l_k)l
_n(n—1)(n—2)---

k! -

Beachte: n— (}) ist ein Polynom k-ten Grades in n.
Vereinbarung: (}) = 0 falls k < 0 oder k > n.
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Bedeutung

» PASCALsches Dreieck

(Omar Khayyam (1050-1123), Yuang Hui (1261),
Chu Shih-Chieh (1303), Blaise Pascal (1623) )
> (7) ist
» die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge
> die Anzahl der Bitvektoren der Lange n mit
HAMMING-Gewicht k

» die Anzahl der diagonalen Gitterwege in einem
k x (n — k)-Gitter
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'&‘%}\t‘“ Am|-w «-v%|a-&%m:|x-§|

Abbildung: aus Ssu Yuan Yu (1303) von CuU SHIH-CHIEH
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Binomialreihe (NEWTON)
Fiir « € C hat die Funktion

x = (14 x)*

die fiir |x| < 1 konvergierende Reihenentwicklung

(T +x)"

wobei
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Die Binomialreihe ergibt sich als Taylorentwicklung in x = 0 wegen

<di> (142)° = afa—1)(@=2) - (a—n+1)(1+x)*" (1€ N)

(%)n (1+x)%|x=0 = (i) (neN)

» Fiir « = —1 hat man die die geometrische Reihe.

» Fir a € N bricht die Reihe nach dem Term
Das ist die Situation der Binomialformel.

» Fiir « € C\ N hat die Reihe unendlich viele Terme.

1

n!

...+ x% ab.

: Theoretische Informatik 3 — WS 2005/06



Mathematische Hilfsmittel

Mathematische Hilfsmittel
80000000000 8oooooooooo
@000000000 O®@00000000
000000 000000
0000 0000
Abschitzung von Potenzsummen Abschitzung von Potenzsummen
________________________________________________________________________________________________________________________________|
Beispiele:
Fiir « € R mochte man das asymptotische Verhalten von Potenz-
N(N +1) 5
summen SUN)=14+2+43+-+N == € O(N?)
N N(N +1)(2N + 1)
42 .2 22, 2 _ 3
Sa(N):E N =19 429 4 3% 4 ... 4 N SH(N)=1"+2"+3"+-- -+ N° = 6 € O(N°)
= 2 4
n=0 SM=13+23+334+... 4+ N = 5(N) c O(N*)
kennen. 1 1 1
SaN)=1+-+424-F~= =7 € 0(?)
2 3 N
o & = = = - = = = =
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Fiir die Funktion x — x® ergibt das:

» fir o > 0:

b b
[ rwac< 3 s

ot

N
Sa(N—1) < / Xy < Sa(N) — 1
1

N N+1
1 +/ x%dx < S, (N) < / x“dx
1 1

> fir o < 0:

a a+l  a+2

a a+l  a+2  a+3

N
(0%
Abbildung: Abschitzung durch Ober- und Untersumme Sa(N) =1 < /1 x%dx < Sa(N —1)

N+1 N
/ x%dx < S,(N) <1 +/ x“dx
1 1

O =l = = =
________________________________________________________________________________________________]
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EeReils Beispiele:
N 1 NOH-l 1 .
L ~1) a#-1
/ o= |1+K/( b7 1 1 2
1 n o = — e
5—2(N):1+¥+?+"' — E
Daher 1 1 4
a+1 . _ e
€ O(N*™)  fira > —1 5_4(N):1+?+3_4+... - %
Sa(N) < € O(log N)  fiir a = —1
konvergiert  fiir v < —1 (— BERNOULLI-Zahlen und -Polynome)
(=] = = = = o = = = =
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Folgerung: Ist

Hinweis: eingehendere Untersuchungen fiihren auf RIEMANNS

a(X)=ap+aiX+aX?+--+anX" (am#0)
Zetafunktion -
1 1 ein Polynom m-ten Grades, so wachst die Funktion
@=> =1l ==
. p
n=1 p prim N
— Zahlentheorie, RIEMANNs Vermutung N — Z a(n)
n=1

wie ein Polynom (m + 1)-ten Grades, d.h. >-N . a(n) € O(N™H1).
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Genauer: es gibt ein Polynom vom Grad m + 1

b(X) = bo+ b1 X + b X 4 - + b X (bns1 #0)
mit
b(X + 1) — b(X) = a(X)

und b(X) ist bis auf die Summationskonstante by eindeutig
bestimmt.

Man schreibt Ab(X) = a(X) (Differenzenoperator). b(X) ist die
diskrete Stammfunktion von a(X).

m] [ = =

Abschitzung von Potenzsummen

Der Fall &« = —1: harmonische Zahlen

1 1 1
Hv=Sa(N)=1+ -+ -+ +

2 3 N
Man kann zeigen
_ 1 1t G)
HN—’Y+|nN+ﬂ+Z(—1) ;/0 mdx
k>2 k

mit v = 0.57721 ... EULERsche Konstante.
N |1
ol

4 5 6 7 8 9 10
25 137 49 363 761 7129 7381

12 60 20 140 280 2520 2520

NTREENY
o2 |w
N
[$2]
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Wie kann man das asymptotische Wachstum der Fakultatsfunktion

NN =1-2-3---(N=1)-N

beschreiben?

Integralabschatzung fiir x — In x ergibt

N—1 N N
Zlnng/ InxdeZInn
n=1 1 n=2

und somit

Wichtige Bedeutung:
N! ist die Anzahl der Permutationen von N Elementen.

[xInx—x]{V <InN!'< [xlnx—x]i\’Jrl

und das ergibt

NInN—N+1<InN!'<(N+1)In(N+1)—(N+1)+1
N[0O1234 5 6 7 8 9 10 " Fr<inWE< N+ 1)n(V+1) = (N+1)+
NI|1T 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 und somit
In N! € ©(N log N) J
o = = = = S——— = =
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Zusammen mit

erhilt man

Bessere Abschitzungen erhilt man, indem man [ Inx dx mit
Polygonziigen approximiert.
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STIRLINGs Formel

(
(

wobei 1/(12n+ 1) < ay < 1/(12n).

n

€
n

e

nl )n 21wn 1+L+L+...
' 12n  288n?

n
) V2mn - e
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Eingehendere Untersuchungen fiihren auf die Gammafunktion

(EULER)
(o)
Folgerung M(z) :/ t*"letdt (Rz>0)
0
nl ~ (f)n 2N Dies ist eine in die komplexe Ebene fortgesetzte Fakultatsfunktion,
e denn es gilt
log n! = nlogn—1.41...- n+ o(n) Mz+1)=z-T(z)
also wegen (1) = 1 insbesondere
F(n) =(n—1)! (n€ Nsp)
Gammafunktion und Zetafunktion hdngen eng zusammen.
o =) = = = o e = =
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Einfache Abschatzung fiir Binomialkoeffizienten: i (417 dle ey Enreseilen

(%)k (;) (Z) (2) (e;kn)k H(x) = —xlogx — (1 — x)log(1 —x) (0<x<1)

erzielt SHANNON eine sehr genaue Abschatzung:

on-H(X) _ (n> _ on-H(X)

(ﬂ)k_n.n...n<2 n—1 n_k+1_(n> \/8”)\M_ An _\/27'('”)\#
kok--k ™ k wobei 0 < A< lund p=1- A\

Damit gilt insbesondere:

ez 20000 t o (1) 0

. _________________________________________________________________________________________________________________|]
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Beispiel:

: <2n) 92nH(1/2) 4"

n 2ri(1—14)2n VT
Anwendung: die Anzahl bindrer Baume mit n inneren Knoten ist

1 (2n 4n
0z = @
@=m1(n) «*(73)
’ n|01 23 4 5 6 7 8 9 10
Abbildung: Graph der Entropiefunktion H(x) = —x log x—(1—x) log(1—x) Cn | 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796

(CATALAN-Zahlen)
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