
Kongruenzen und Komplexität

Arithmetische Progressionen

I Für c ∈ Z,m ∈ N≥2 beschreibt die Kongruenz x ≡ c mod m
die Menge

〈c ,m〉 = c +m ·Z = {. . . , c−2m, c−m, c , c +m, c +2m, . . .}

(arithmetische Progression)

I Betrachten nun Systeme von Kongruenzen

KS :


x ≡ c1 mod m1 ( ⇔ 〈c1,m1〉 )

x ≡ c2 mod m2 ( ⇔ 〈c2,m2〉 )
...

x ≡ ck mod mk ( ⇔ 〈ck ,mk〉 )

mit nicht notwendig teilerfremden Moduln mi ,
M := kgV(m1,m2, . . . ,mk).

Kongruenzen und Komplexität

Arithmetische Progressionen

I Konsistenzproblem: ist KS in Z lösbar,
d.h. gibt es eine ganze Zahl, die alle Kongruenzen erfüllt,
d.h. ∃x ∈ Z∀i ∈ [1..k] : x ∈ 〈ci ,mi 〉 ?⋂

1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 6= ∅ ?

I Überdeckungsproblem: überdeckt KS ganz Z,
d.h. erfüllt jede ganze Zahl mindestens eine Kongruenz,
d.h. ∀x ∈ Z∃i ∈ [1..k] : x ∈ 〈ci ,mi 〉 ?⋃

1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 = Z ?

Kongruenzen und Komplexität

Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (1):

I Aus dem Chinesischen Restesatz ergibt sich

KS ist lösbar ⇐⇒
⋂

1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 6= ∅

⇐⇒
⋂

1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 ∩ [0,M) 6= ∅

⇐⇒ ]

 ⋂
1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 ∩ [0,M)

 = 1

⇐⇒ ∀1≤i<j≤k ggT(mi ,mj) | ci − cj

I Folglich ist das Konsistenzproblem effizient entscheidbar!

I Vorsicht! Es ist nicht sofort klar, dass man die Lösungen,
wenn sie existieren, auch effizient konstruieren kann!
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Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (2)

I Man kann ein konsistentes Kongruenzsystem

KS :


x ≡ c1 mod m1 ( ⇔ 〈c1,m1〉 )

...

x ≡ ck mod mk ( ⇔ 〈ck ,mk〉 )

effizient (ohne Primfaktorisierung!) in ein äquivalentes System

KS ′ :


x ≡ c ′1 mod m′

1 ( ⇔ 〈c ′1,m′
1〉 )

...

x ≡ c ′` mod m′
` ( ⇔ 〈c ′`,m′

`〉 )

mit teilerfremden Moduln m′
1,m

′
2, . . . ,m

′
` transformieren.



Kongruenzen und Komplexität

Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (3):

I Die gesuchte Transformation KS 7→ KS ′ ist einfach, wenn
man die Primfaktorisierung der Moduln kennt.

I Man kann immer eine “Quasi-Faktorisierung” der Moduln
{m1,m2, . . . mk} effizient konstruieren:

I Zu M = {m1,m2, . . . mk} ⊂ N≥2 kann man
P = {π1, π2, . . . , π`} ⊂ N≥2 konstruieren mit:
– die πj ∈ P sind paarweise teilerfremd;
– jedes mi ∈M hat eine eindeutige Darstellung

(∗) mi = πα1
1 πα2

2 · · ·πα`

`

mit αj ∈ N.
I Die Elemente von P müssen keine Primzahlen sein!
I Sowohl die Konstruktion von P aus auch die Konstruktion der

Darstellungen (∗) ist effizient!
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Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (4):

I Zwei nützliche Funktionen:
I Für (m, n) ∈ N× N sei

split1(m, n) = (u, v) mit


m = u · v
ggT(u, n) = 1

p | v ⇒ p | n (∀p Primzahl)

split1 ist durch diese Forderungen eindeutig definiert!
I Für (m, n) ∈ N× N sei

split2(m, n) = (u, v) mit


u |m
v | n
ggT(u, v) = 1

u · v = kgV(m, n)

split2 ist durch diese Forderungen noch nicht eindeutig
definiert! Es wird eindeutig, wenn man noch verlangt, dass u
maximal und v minimal mit diesen Eigenschaften sind.
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Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (5):

I split1 und split2 lassen sich in Bezug auf die
Primfaktorisierungen

m =
∏

p prim

pαp , n =
∏

p prim

pβp

einfach beschreiben:
I Ist split1(m, n) = (u, v), so gilt

u =
∏

p prim
p - n

pαp , v =
∏

p prim
p | n

pαp .

I Ist split2(m, n) = (u, v), so gilt

u =
∏

p prim
βp≤αp

pαp , v =
∏

p prim
βp>αp

pβp .
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Konsistenzproblem

Zum Konsistenzproblem (6):

I Beispiele:

split1(15, 28) = (15, 1) split2(15, 28) = (15, 28)

split1(45, 75) = (1, 45) split2(45, 75) = (9, 25)

split1(36, 14) = (9, 4) split2(36, 14) = (36, 7)

I Wichtig: split1(m, n) und split2(m, n) lassen sich effizient
berechnen, also ohne Rückgriff auf die Primfaktorisierungen der
Argumente, nur mit ggT und Division!

I Ein konsistentes Kongruenzsystem

x ≡ a mod m, x ≡ b mod n

mit split2(m, n) = (u, v) ist äquivalent zu

x ≡ a mod u, x ≡ b mod v .

I Die allgemeine Aussage von (2) lässt sich mit Hilfe von (3) analog

zum Fall k = 2 behandeln.
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (1):

I Aus dem Chinesischen Restesatz ergibt sich

KS überdeckt Z ⇐⇒
⋃

1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 = Z

⇐⇒
⋂

1≤i≤k

〈ci ,mi 〉 ⊇ [0,M)

I Dieses Problem ist co-NP-vollständig!
Es ist unter dem Namen Simultaneuos Incongruences
(SI) bekannt (Stockmeyer, Meyer 1973; Garey,
Johnson 1979).
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (2):

I Ziel: Reduktion 3-Sat → SI
I Yn = {y1, y2, . . . , yn} : boolesche Variable
I Y ∪ Y = {y1, y2, . . . , yn} ∪ {y1, y2, . . . , yn} : Literale
I 3-Klauseln: Disjunktionen von 3 Literalen

C = λa ∨ λb ∨ λc ,

wobei 1 ≤ a < b < c ≤ n mit λi ∈ {yi , yi} (1 ≤ i ≤ n).
I AL-Formeln in 3-CNF: Konjunktionen von 3-Klauseln:

F = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cm

wobei Cj = λj
a ∨ λj

b ∨ λj
c , (1 ≤ j ≤ m).

I 3-Sat : Erfüllbarkeit von AL-Formeln F in CNF mit 3
Literalen pro Klausel

I Theorem von Cook: 3-Sat ist ein NP-vollständiges Problem.
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (2):

I p1, p2, . . . , pn : die ersten n Primzahlen
(p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . .),
Pn = p1 p2 · · · pn.

I Zu e = (e1, e2, . . . , en) ∈ Bn sei xe die eindeutig bestimmte
Lösung des Kongruenzsystems

x ≡ e1 mod p1

x ≡ e2 mod p2

...

x ≡ en mod pn

mit 0 ≤ x < Pn.
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (3):

I Eine Zahl x mit 0 ≤ x < Pn ist numerische Codierung einer
Bewertung, d.h. x = xe für ein e ∈ Bn, genau dann, wenn

(Sn)


x 6≡ 2 mod 3

x 6≡ 2, 3, 4 mod 5
...

x 6≡ 2, 3, . . . , pn − 1 mod pn

I Beispiel n = 3:

e 000 100 010 001 110 101 011 111

xe 0 15 10 6 25 21 16 1
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (4):

I Für jedes 1 ≤ i ≤ n sei

[yi ] : x ≡ 0 mod pi , [yi ] : x ≡ 1 mod pi

I Zu jeder Klausel C = λa ∨ λb ∨ λc sei xC ∈ [0 .. papbpc) die
eindeutig bestimmte simultane Lösung von

[λa], [λb], [λc ]

I Für alle e ∈ Bn und alle Klauseln Cj gilt:

e � Cj = λj
a ∨ λj

b ∨ λj
c ⇐⇒ xe 6≡ xCj mod pj

ap
j
bp

j
c

I Beispiel:

C = y1 ∨ y2 ∨ y3 ↔ xC ≡


0 mod 2

1 mod 3

1 mod 5

↔ xC = 16
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (5):

I Für alle e ∈ Bn und alle Formeln F = C1 ∧ . . . ∧ Cm gilt:

e � F ⇐⇒ (TF )


xe 6≡ xC1 mod p1

ap
1
bp

1
c

...

xe 6≡ xCm mod pm
a pm

b pm
c

I Für alle Formeln F = C1 ∧ . . . ∧ Cm gilt:

F ist erfüllbar ⇐⇒ ∃ e ∈ Bn : xe � (TF )

⇐⇒ ∃0≤x<Pn : x � (Sn) und (TF )

I Bekannte Aussagen über die Grösse von pn und Effizienz der
Lösbarkeit von Kongruenzsystemen (Konstruktion der xCi )
zeigen, dass dies eine polynomielle Reduktion ist.

Kongruenzen und Komplexität

Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (6):
Beispiel einer erfüllbaren Formel F = C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ C8 :

C1 : y1 ∨ y2 ∨ y3 ↔ xC1 ≡ 1 mod 30
C2 : y1 ∨ y2 ∨ y3 ↔ xC2 ≡ 25 mod 30
C3 : y1 ∨ y2 ∨ y4 ↔ xC3 ≡ 28 mod 42
C4 : y1 ∨ y2 ∨ y4 ↔ xC4 ≡ 15 mod 42
C5 : y1 ∨ y2 ∨ y4 ↔ xC5 ≡ 1 mod 42
C6 : y1 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC6 ≡ 50 mod 70
C7 : y1 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC7 ≡ 36 mod 70
C8 : y2 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC8 ≡ 0 mod 105

Bewertungen als Zahlen mod 210:

e 0000 1000 0100 1100 0010 1010 0110 1110
xe 0 105 70 175 126 21 196 91

e 0001 1001 0101 1101 0011 1011 0111 1111
xe 120 15 190 85 36 141 106 1

(y1, y2, y3, y4) = 1010 erfüllt F : 21 ist
6≡ 1, 25 mod 30, 6≡ 1, 15, 28 mod 42, 6≡ 50, 36 mod 70, 6≡ 0 mod 105
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Überdeckungsproblem

Zum Überdeckungsproblem (7):
Beispiel einer unerfüllbaren Formel F = C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ C8 :

C1 : y1 ∨ y2 ∨ y3 ↔ xC1 ≡ 1 mod 30
C2 : y1 ∨ y2 ∨ y3 ↔ xC2 ≡ 25 mod 30
C3 : y1 ∨ y2 ∨ y4 ↔ xC3 ≡ 28 mod 42
C4 : y1 ∨ y2 ∨ y4 ↔ xC4 ≡ 15 mod 42
C5 : y1 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC5 ≡ 50 mod 70
C6 : y1 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC6 ≡ 36 mod 70
C7 : y2 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC7 ≡ 0 mod 105
C8 : y2 ∨ y3 ∨ y4 ↔ xC8 ≡ 21 mod 105

0000 2 C7 ↔ 0 ≡ 0 mod 105 0001 2 C5 ↔ 120 ≡ 50 mod 70
1000 2 C7 ↔ 105 ≡ 0 mod 105 1001 2 C4 ↔ 15 ≡ 15 mod 42
0100 2 C3 ↔ 70 ≡ 28 mod 42 0101 2 C5 ↔ 190 ≡ 50 mod 70
1100 2 C2 ↔ 175 ≡ 25 mod 30 1101 2 C2 ↔ 85 ≡ 25 mod 30
0010 2 C8 ↔ 126 ≡ 21 mod 105 0011 2 C6 ↔ 36 ≡ 36 mod 70
1010 2 C8 ↔ 21 ≡ 21 mod 105 1011 2 C4 ↔ 141 ≡ 15 mod 42
0110 2 C3 ↔ 196 ≡ 28 mod 42 0111 2 C6 ↔ 106 ≡ 36 mod 70
1110 2 C1 ↔ 91 ≡ 1 mod 30 1111 2 C1 ↔ 1 ≡ 1 mod 30


