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Organisatorisches

» Vorlesungstermine

. . Montags und Donnerstag, 16:00-17:30 Uhr im H9
Theoretische Informatik 3

WS 2004/05 » Ubungen in 9 Gruppen, Termine und Eintragung — Webseite
> Webseite:
Volker Strehl www8.informatik.uni-erlangen.de/IMMD8/Lectures/THINF/
Informatik 8 enthilt Materialien zur Vorlesung, Ubungsaufgaben, aktuelle
Informationen etc. (NB: nicht alles ist von aussen zuganglich)
» Kontakt:

October 18, 2004 Adresse: Haberstrasse 2, 3. Stock

Telefon: 85-28712

email: strehl@cs.fau.de

Sprechstunde: Freitag vormittags (9-12), moglichst vorher
anmelden
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Empfohlene Literatur Ubersicht

» M. AIGNER, Diskrete Mathematik, Vieweg, 2005 (5. Aufl.).

» T. CorMEN, C. LEISERSON, R. RIVEST, Introduction to
Algorithms, MIT Press, 2001 (2. A.).

» R. GRAHAM, D. KNUTH, O. PATASHNIK, Concrete
Mathematics, Addison-Wesley, 1994 (2. A.).

» Einleitung — Begriffe und Beispiele
>
V. HEUN, Grundlegende Algorithmen, Vieweg, 2003 (2. A.). » Sortierkomplexitat und Entropie
>
>

Mathematische Hilfmittel

>

» D. KNUTH, The Art of Computer Programming (1-3), Komplexitat arithmetischer Operationen
Addison-Wesley, 1962-1997. Problemkomplexitat: P versus NP

» U. SCHONING, Algorithmik, Spektrum-Verlag, 2001.

» R. SEDGEWICK, P. FLAJOLET, An Introduction to the

Analysis of Algorithms, Addison-Wesley, 1996.
» H. WILF, Algorithms and Complexity, Prentice-Hall 1986.
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Szenario

Part |
Beispiele
Einleitung Zwei formale Sprachen
Multiplikation von Polynomen
Sortierkomplexitat
Erfillbarkeit: ein NP-vollstandiges Problem
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Szenario Szenario

Probleme Kosten

» Algorithmen und Kosten
» A : Algorithmus zur Berechnung von f : D — R
(auf TM oder RAM oder dergl.), d.h.
» Was ist ein Problem?
» D = domain = Definitionsbereich = “Instanzen” Vd € D : A(d) = f(d)
» R = range = Wertebereich
f : D — R berechenbare Funktion
falls R = {true,false} : Entscheidungsproblem
Grosse von Instanzen size: D — N
oft: D, ={d € D; size(d) = n} ist endlich f iir n > 0, dann
dn = 1Dy soll Laufzeitverhalten (oder Speicherverbrauch) von A auf
einem Maschinenmodell (TM,RAM) anhand der bestimmenden
Einflussgrossen (z.B. Anzahl der elementaren Rechenschritte
einer TM, Anzahl der arithmetischen oder
Vergleichsoperationen einer RAM) widergeben

» Kostenfunktion (modellabhingig)

costyg: D — N:dwr costu(d)
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» worst-case und average-case
» worst-case Komplexitat

cost 4(n) = max{cost 4(q); d € Dy}

> average-case Komplexitat

1
costa(n) = Z T {cost g(q); d € Dy}

» Hauptproblem:
Wie skaliert der Berechnungsaufwand mit der Problemgrosse?
Wie verhalten sich die Folgen (cost 4(n)),~, bzw.
(cost 4(n)),~ asymptotisch, d.h. fiir n — c0?
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Wichtige Unterscheidung

» Komplexitat von Algorithmen
» Jeder konkrete Algorithmus A fiir ein Problem f : D — R hat
eine einem Berechnungsmodell beziiglich einer Grossenfunktion
size und eines Komplexitatsmasses cost eine
Komplexitatsfunktion.

» Komplexitat von Problemen

» Welchen Aufwand benotigt jeder Algorithmus zur Losung eines
Problems (in einem gegebenen Berechnungsmodell)? Das ist
eine inharente Eigenschaft des Problems!
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Zwei wichtige Bemerkungen

» Eine exakte Bestimmung (“Formel”) von cost 4(n) bzw.
cost 4(n) ist meist nicht moglich. Man muss sich mit
“asymptotischen” Aussagen im Sinne der LANDAU-Notation
begniigen, z.B. :

cost4(n) € O(n?), e Q(n?),e O(nlog n), ~ 7n'°e3, ...

» Bei rekursiven Algorithmen gentigen die Aufwandsfunktionen
“divide-and-conquer” Rekursionsgleichungen, z.B.

T(2n)=7T(n) + @(nz)

Wie kann man daraus Aussagen uber das asymptotische
Verhalten von T(n) gewinnen?
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» Konkrete Algorithmen liefern obere Schranken fiir die
Problemkomplexitat — “je kleiner, desto besser”.

» Untere Schranken treffen auf alle Algorithmen fiir ein Problem
zu — “je grosser, desto besser” — sind aber meist sehr schwer
zu gewinnen!

» Fur optimale Algorithmen stimmt die
Algorithmen-Komplexitdt mit einer unteren Schranke fiir die
Problemkomplexitat uberein.

» Fir die meisten Probleme sind gute untere Schranke nicht
bekannt — und damit keine optimalem Algorithmen!
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Szenario

Begriffe

» Komplexitatsanalyse beschaftigt sich mit dem Entwurf der
Analyse von moglichst effizienten Algorithmen fiir konkrete
Probleme

» Komplexitatstheorie untersucht die Komplexitat von
Problemen und die Komplexitats-Beziehungen zwischen
Problemen. Komplexitatsklassen (wie P, NP, EXPTIME, PSPACE)
fassen Probleme “gleicher Schwierigkeit” zu Klassen
zusammen und untersuchen Beziehungen zwischen diesen
Klassen.
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Zwei formale Sprachen

Beispiel: regulare formale Sprache

» Fir F = (a+ bb)* C {a, b}* gilt

lo(F)=10ti(F)=1
lny2(F) = lny1(F) + £a(F) (n>0)
und daher
¢n(F) = Fh41 Fibonacci-Zahl
Asymptotisch exponentielles Wachstum:

p_0 0" "
" V5 V5

mit ¢ = # = 1.61803... (goldener Schnitt),

— 15 — _0.61803. ..

<)
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Zwei formale Sprachen

» Regulére Sprache F = (a+ bb)* C {a, b}*.
Wieviele Worter der Lange n enthalt F?

» Kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen
D C {a, b}*, erzeugt durch

D — aDbD | A.

Wieviele Worter der Lange n enthalt D?

> Allgemein:
> endliches Alphabet, L C ¥* formale Sprache
Wie verhilt sich ¢,(L) := §(LNX") fiir n — o0?
Welche Rolle spielt dabei der Chomsky-Typ von L?
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Zwei formale Sprachen

Beispiel: kontextfreie formale Sprache

» Fur die durch
D — aDbD | A

erzeugte kontextfreie Sprache der korrekten Klammerungen
(aquivalent: Binarbaume) gilt ¢2p41(D) = 0 fiir n > 0 und fiir
dn = 62,,(D)

dpt1=do-dpn+d1-dp1+d2-dy2+ -+ dp do

Wir werden spater sehen:

dy = Lon(D) = 1 (2n>N 4
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— Multiplikation von Polynomen

Polynome

Konventionen:

» Polynom ~ Folge der Koeffizienten

a(X) = ap+arX+aX?+- - +anX™ < (a0,a1,a,-.-,am)

» “Grosse” eines Polynoms = Anzahl der Koeffizienten
(i.w. Grad)

» Aufwand fir Polynomoperationen wird gemessen in Anzahl
der Operationen im Koeffizientenbereich (oft auch nur:
Multiplikationen im Koeffizientenbereich)
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— Multiplikation von Polynomen

Komplexitat der Multiplikation

> “klassisch”: O(n?)
> das rekursive (divide-and-conquer) Verfahren von
KARATSUBA leistet dies mit einem Aufwand My,,.(n), fiir den
gilt
Myara(2n) = 3+ Myara(n) + ©(n)
und das ergibt My,..(n) € O(n'°823), wobei log, 3 ~ 1.585.

» Man kann Polynome auch ganz anders multiplizieren:
Evaluation und Interpolation

» mittels schneller FOURIER-Transformation (FFT=spezielles
rekursives Evaluations-Interpolationsschema) kann man einen
Aufwand O(nlog n) erreichen

Bemerkung: analoge Aussagen gelten fir die Multiplikation von
ganzen Zahlen
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— Multiplikation von Polynomen

Multiplikation

aX)= ag+aX+aX?+  FapX™
b(X) = bg+ b X+ bX?+ -+ b, X"
a(X) - b(X)

oo+ aX+- -+ cmnX™ "~ (co,c1,62,---, Cmtn)

(307 ai,az,..., am)
(bo, b1, b, ..., by)

O
—~
x
~—
|

mit

=Y ai-b (0<i<m0<j<n0<k<m+n)
i+j=k

Berechnung mittels dieser Formel erfordert (m+ 1)(n + 1)
Multiplikationen im Koeffizientenbereich = Aufwand wachst (fiir
m = n) quadratisch mit der Grosse der Instanzen
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— Sortierkomplexitat

Sortieren

> Allgemein: (A, <) totalgeordnete Menge
Sortieren = Umordnen von Elementen einer A-Liste (oder
eines A-Feldes) auf- oder absteigend bezgl. <

» Instanzengrosse = Listenlange

» Aufwand = Anzahl der paarweisen Vergleiche von
Listenelementen

» Vereinfachung (Permutationsmodell): Listenelemente sind
paarweise verschieden, es kommt nur auf die relativen
Ordnungsbeziehungen zwischen den Listenelementen an, nicht
auf absolute Werte
— Instanzen der Grosse n = Permutationen von {1,2,..., n}

» NB: es gibt n! ~ (n/e)” - +/2mn Instanzen der Grosse n
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Sortieralgorithmen

» Es gibt viele verschiedene (experimentell und theoretisch gut
untersuchte) Sortieralgorithmen (— KNuTH, TAOCP 3).

> Bei einigen der “simplen” Algorithmen (INSERTIONSORT,
SELECTIONSORT, BUBBLESORT) wachst der Aufwand im
worst- und im average-case quadratisch in der Listenlange

O(n?).
» Bei “guten” Algorithmen (HEAPSORT, MERGESORT) wachst
der Aufand im worst-case (und auch im average-case) wie

O(nlogn).

» Bei QUICKSORT wachst der Aufwand im worst-case
quadratisch, im average-case aber wie O(nlog n).

» Bei SHELLSORT kann man einen Aufwand wie O(n'*¢) (fiir
beliebig kleines ¢ > 0) erreichen.
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Das Problem k-SAT

» X ={x1,x2,...,%,} Menge von a.l. Variablen,
X = {X1,%X2,...,Xn} negierte Variablen
L =X UX : Menge der Literale

» Klausel: Disjunktion von Literalen

K=01 ViV - VI

» AL-Formel in KNF: Konjunktion von Literalen

F=KiANKoA---NK;

» k-SAT Formel: KNF-Formel mit s < k Literalen pro Klausel

» Entscheidungsproblem: Erfillbarkeit von KNF-Formeln testen!
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Untere Schranke fur die Sortierkomplexitat

» Jeder auf paarweisen Vergleichen basierende
Sortieralgorithmus bendtigt auf Listen der Lange n im
worst-case und im average-case mindestens

log n! ~ nlogn— ©(n)

Vergleichsoperationen (informationstheoretische Schranke)

» In die average-case-Aussage geht der Entropiebegriff der
Informationstheorie entscheidend ein.
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LErﬁillbarkeit: ein NP-vollstandiges Problem

Ein Algorithmus fir k-SAT

» Brute-force Methode:
alle 2" Bewertungen der n Variablen testen
— exponentielle Komplexitat

> Bis heute kein effizientes Verfahren bekannt:
zwar ist 2-SAT effizient entscheidbar, aber bereits 3-SAT ist
NP-vollstandig!

» Es gibt wesentlich bessere (aber immer noch exponentielle)
Verfahren als die brute-force Methode!
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Rekursionen

» Die Komplexitat rekursiver Algorithmen
(“divide-and-conquer") wird durch Rekursionsgleichungen
beschrieben!

» Explizite und exakte Losungen von Rekursionsgleichungen sind
nur in wenigen Fallen moglich — aber oft kann man trotzdem
Information lber das asymptotische Verhalten von
Kostenfunktionen gewinnen.
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Asymptotische Notation

Abschatzung von Summen
Harmonische Zahlen
Stirlings Formel
Polynomsummen

Rekursionsgleichungen



