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L Fourier-Transformation klassisch

Fourier-Transformation klassisch (z.B. Signalverarbeitung):

» FOURIERSs ldee: Darstellung von (periodischen) Funktionen
als Uberlagerung von einfachen periodischen Schwingungen
verschiedener Frequenz und Intensitat

» Dualitat: Schwingungsphinomene (Wellenausbreitung) lassen
sich darstellen sowohl im “Ortsbereich” als auch im
“Frequenzbereich”

» Fourier-Transformation: Ubergang von einer
Funktionsdarstellung im Ortsbereich zu einer Darstellung im
Frequenzbereich (und umgekehrt)

» Wichtige Anwendung: Filterung

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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Fourier-Transformation klassisch L Fourier-Transformation klassisch

» Fouriertransformation

Ff(x) o F(s) = / F(x) e=25%dx = F[f] () > Faltung
| (0. 800) = (Fo ) = [ Fl)-g(x—y)dy
» Riicktransformation —00
Fine : F(s) — f(x) = /oo F(s) 2T SX s — F, [F] (x) Faltungsoperationen verwendet man, um Merkmale der einer
—o0 gegebenen Funktion f mittels geeigneter “Test”-Funktionen g
zu erkennen und zu bewerten.
» inverse Beziehung — spektrale Zerlegung > Faltungstheorem
o0 0
—2mi-s- 27i-s5-x

f(x) = Finv [F [f]] (x):/_oo {/_OO fy)e =™V dy| e %ds FIf ©gl(s) = FIfl(s)- Flgl(s)

Die Funktion x — f(x) ist dargestellt als Uberlagerung Konsequenz: die Faltung im “Ortsbereich” kann auch im

(Linearkombination) der periodischen Funktionen “Frequenzbereich” durchgefiihrt werden.

(“harmonischen Schwingungen”) x — €2™"S"X mit Frequenz
27s. Das innere Integral ist deren “Intensitat”.
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— Fourier-Transformation klassisch

Beweis des Faltungstheorems

[e.¢]

Firea@ =7 [ o) e-n |6

- [ ey eioa

— [T el neierad oy
N
:/ f()/) / g(z) e—27rl~s-ze—27r/~s~y d2:| dy

— / f(}/) / g(Z) e—27ri-s-z d2:| e—27ri~s‘y dy

— 00 —0o0

= F[fl(s) - Flgl(s)
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— Fourier-Transformation klassisch

» typische Anwendung des Faltungstheorems

Faltung im punktweise Multiplikation
Ortsbereich im Frequenzbereich
Fio (f(x),8(x) —r (F[f](s). Fg](s))

1 ® [ o
Fie: (FOE)X) «—Fn  F[fl(s)- Flg](s)
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— Fourier-Transformation klassisch

» Schema des Faltungstheorems

Faltung im punktweise Multiplikation
Ortsbereich im Frequenzbereich
Fi (f(x),8(x)) —r (F[f](s). Fg](s))

1® 1
Ff](s)- Flel(s)

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

— Darstellungen von Polynomen

» Analogie: Darstellung von Polynomen
» K[X] : Ring der Polynome in einer Variablen X und mit
Koeffizienten im Korper K
> (ibliche Koeffizienten-Darstellung

n
a(X) =Y aX < (a2 a1,3) €K™
i=0

» K[X]<n : Vektorraum der Polynome vom Grad < n
hat als Standardbasis die n + 1 Polynome X' (0 < i < n)

» algebraische Sicht: (ag, a1, a2,...,an—1,a,) ist die Darstellung
von a(X) beziiglich der Standardbasis

» der Vektorraum K[X]<, hat noch viele andere (und niitzliche!)
Basen
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— Darstellungen von Polynomen

» Auswertung von Polynomen an einer Stelle y € K:

L, : K[X]<n — K:
aX)—aly)=any"+an1y"+--+a1y+ao
(...(any+an-1)y+---+a)y+ao

n—1

> praktisches Verfahren: Horner-Schema (optimal!)
bendtigt n Multiplikationen und n Additionen in K

> algebraisch: die Auswertungsabbildung L, an der Stelle y € K
ist ein Ring-Homomorphismus (Vertraglichkeit mit Addition
und Multiplikation)
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Darstellungen von Polynomen

» Rekonstruktion durch Interpolation
ein Polynom n-ten Grades a(X) = Y7 a; X' ist
durch seine Werte a(y;) (0 < i < n) an n+ 1 verschiedenen
Stellen y = (o, ¥1, ¥2, - - ., ¥n) eindeutig bestimmt
[Bem.: dies gilt tiber einem Korper mit mindestens n+ 1 Elementen]
denn das lineare Gleichungssystem mit Vandermonde-Matrix

1 yo 8 .. W a0 a(yo)
L yi yf oo | || |aln)
1 y, y,% eyl an a(yn)

Vn(}/07)/1, < ayn)

hat eine eindeutig bestimmte Lésung wegen

det Vn(YO;Yl,---,Yn): H (yJ_.yl)#O
0<i<j<n
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— Darstellungen von Polynomen

» simultane Auswertung an mehreren (verschiedenen) Stellen
y= (YO>)/17)/2, .. a_yn) c K”+1

Ly : K[X]<p — K"
a(X) = (Ly(a(X)), Ly, (a(X)), Ly (a(X)), - -
= (a(0), aly1), a(y2), - alyn))
» praktisches Verfahren: (n 4 1)-mal Horner-Schema

benotigt n(n+ 1) Multiplikationen und n(n+ 1) Additionen in
K (das ist nicht notwendig optimall!)

Ly,(a(X)))

> algebraisch: die Auswertungsabbildung Ly an den Stellen
y = (Yo, Y1, Y2, .-, ¥n) € K™ ist ein Ring-Homomorphismus
(Vertraglichkeit mit Addition und Multiplikation)

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
L

Darstellungen von Polynomen

» Losung des Gleichungssystems mittels Gauss-Elimination
erfordert O(n3) Operationen in K

» Effizienter: Interpolationsformel von Lagrange
mit O(n?) Operationen

a(X) = Z a(y;) - ei(X)

i=0
wobei
HJ?é’ ( ) .
o<j<n\N T Y] 1 fallsi=j
ei(X) = =iz dh. e(y) = =J
Ho§,<n( - ) 0 fallsi#j

» Die Polynome ¢;(X) (0 < i < n) sind linear unabhangig und
bilden eine Basis des Vektorraums K[X]<p.
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— Darstellungen von Polynomen

» schematisch

Ly=Auswert.
_—

<307 a1, ..., dn-1, an> <a(y0)? a(y1)7 000 a(yn—l)v a(yn)>

Ly_lzlnterpol.

> Folgerung: Ly ist ein Isomorphismus von Vektorraumen

KXl<n ~ KxKx---xK

n+1 Faktoren

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
— Modulare Arithmetik fiir Polynome

Reminiszenz: Chinesischer Restesatz, modulare Arithmetik

» Die Beziehung
Auswertung < Interpolation
fiir Polynome erinnert nicht zuféllig an den Chinesischen
Restesatz fiir ganze Zahlen — es ist eine vollig analoge
Situation im Bereich der Polynome

» Fiir Polynome iiber einem Kérper K gilt die Divisioneigenschaft
a(X) = b(X) - q(X) + r(X)

wobei r(X) = 0 oder deg r(X) < deg b(X).
» Man schreibt:

r(X) = a(X) mod b(X) und b(X)|a(X), falls r(X)=0

» Grosste gemeinsame Teiler, Eindeutigkeit der “Prim-Zerlegung
(“irreduzible” Polynome) funktionieren analog zu Z.
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— Darstellungen von Polynomen

» Fiir ein Objekt “Polynom vom Grad < n" sind
» Koeffizientendarstellung

(a0, a1, .-y an—1,an)
» Wertedarstellung

<a(y0)a 3(}’1), ey Q(Yn—l), B(Yn»
Darstellungen in verschiedenen Basen des VR K[X]<p.

» Die Transformationen zwischen diesen Basen heissen
“Auswertung” und “Interpolation”.

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
— Modulare Arithmetik fiir Polynome

v

Algebraisch formuliert: K[X] ist ein “euklidischer Ring".

v

Insbesondere: es gibt im Ring K[X] einen euklidischen
Algorithmus zur Berechnung grosster gemeinsamer Teiler

v

Alle Folgerungen (z.B. Bézout-Beziehung) ergeben sich daraus
exakt wie im Falle des Ringes Z.

v

Der euklidische Algorithmus fiir Polynome ist der Algorithmus
der Polynomarithmethik schlechthin — auch fiir viele
Anwendungen (z.B. effiziente Decodierverfahren fiir
fehlerkorrigierende “zyklische” Codes)

Wenn Sie mehr wissen wollen: besuchen Sie meine
Vorlesungen iiber “Computeralgebra”!

v
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— Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Spezialfall der Polynomdivision: Auswertung

» Auswertung eines Polynoms a(X) an einer Stelle y ist
gleichbedeutend mit Division von a(X) durch b(X) = X — y:

a(X) = (X —y)-q(X) +aly)

d.h.
a(X) mod (X —y) = a(y)

» Es gilt also

L, : K[X]<p =K : a(X)+— a(y) = a(X) mod (X — y)
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— Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Ein “Chinesischer Restesatz" fiir simultane Kongruenzen von
Polynomen gilt vollig analog zum Fall fiir ganze Zahlen:

» Sind a(X), b(X) teilerfremde Polynome, so gilt
K[X]/(a(X) - b(X)) ~ K[X]/(a(X)) x K/(b(X))

(Isomorphismus von Ringen)
» Die algorithmische Realisierung des Isomorphismus geschieht
wieder

— Auswertung: mittels Polynomdivision
— Interpolation: mittels euklidischem Algorithmus fiir Polynome

> Entsprechend kann man die Aussage im Fall mehrer zueinander

teilerfremder Polynome formulieren.

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Konstruktion von “Faktorringen” des Polynomringes

» Ansatz identisch zum Fall Z — Z,, : a+ a rpod n
» Jedes Polynom b(X) € K[X] definiert eine Aquivalenzrelation
(sogar ‘Kongruenz”)

F(X) ~px) 8(X) = b(X)[F(X) — g(X)

» Ist der Grad deg b(X) = n, so kann man K[X]., mit einer
Multiplikation versehen

(F(X), &(X)) = (f *p(x) 8)(X) = £(X) - g(X) mod b(X)

> Mit s#,(x) und der iiblichen Addition wird K[X]., zu einem
Ring: K[X]/(b(X))

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Chinesischer Restesatz fiir Produkte von linearen Polynomen

» Sind yo, v1,...,Yn € K verschiedene Elemente,
so sind die Polynome X — yo, X — y1,..., X — y, paarweise
teilerfremd. Daher:

KIX]/T(X = i) = KIX]/(X = yo) x -+ x K[X]/(X = yn)
=0 ~ K ~ K

K[X]<n K™

als Isomorphismus von Ringen, der realisiert wird durch die
simultane Auswertungsabbildung Ly mit'y = (yo, y1,---,¥n)-
» Diskrete Fouriertransformation ist ein Spezialfall hiervon!
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— Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Polynommultiplikation mittels Auswertung und Interpolation
» Gegeben Polynome a(X), b(X) € K[X]<, in
Koeffizientendarstellung

n—1 n—1
aX)=>Y aX bX)=> bX
i=0 i=0

» Berechne die Koeffizientendarstellung des Produkts

2n—1

a(X) - b(X)=c(X)=> X

i=0
c,-:Zaj-b,-_j (0§1§2n—1)
Jj=0

» als Operation auf Vektoren (Faltung, convolution)

(<ao,. a .,an,1>, <b0,. 50

a b [

bo_1)) = {co,...,cn—1) =axb
——_— ———

-Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» Schema der Polynommultiplikation mittels modularer

Arithmetik
Faltung im komponentenweise Multi-
Koeffizientenbereich plikation im Wertebereich
Auswertung (a,b) =L, ((a(yi)), (b(¥i)))
(R 1
Interpolation C — -1 () = (alyi) - b(yi))
y

K[X]<n x K[X]<n ——IL K27 x K2"
S {, o
K[X]<2n — -1 K2"

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

L Modulare Arithmetik fiir Polynome

» traditionelle Losung:
Faltungsformel direkt berechnen— O(n?) Operationen in K
» alternative Losung mittels “modularer Arithmetik”
» Polynome a(X) und b(X) an 2n Stiitzstellen

y = (Yo, .-, Y2n—1) auswerten
a=(ao,...,an—1) — Ly(a) = (a(y0), - .- a(y2n-1))
b= <bo7 ceey bn,1> > Ly(b) = <b(y()), ° 00 b(y2n71)>

» Multiplikation der Funktionswerte an den 2n Stiitzstellen y;

c(yi) = a(yi) - b(yi) (0<i<2n)

» Rekonstruktion von ¢(X) durch die Funktionswerte an den
Stiitzstellen

C = <C0, coog C2n_1> = Ly_1<C(y0), s00g C(y2n—1)>

» Aufwand dieses Verfahrens: O(n?) Operationen in K
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— Diskrete Fourier-Transformation

» Diskrete Fourier-Transformation

» Urspriinglich Approximation der kontinuierlichen
Fouriertransformation fiir numerische Berechnungen

» Durchbruch bei der praktischen Verwendung durch Entdeckung
der “Schnellen Fourier-Transformation” (FFT) durch COOLEY
und TUKEY! — gehort seitdem zu den meistverwendeten
Algorithmen iiberhaupt

» Das FFT-Prinzip war schon GAUSS bekannt (Notiz in seinem
Tagebuch) und wurde auch spater mehrmals entdeckt und
publiziert?

» Durchbruch aber erst als Computer-Verfahren

» DFT bedeutet: Auswertung an “Einheitswurzeln” , d.h.
Losungen der Gleichungen X" =1 in C

1J. W. CooLEY and J. W. TUKEY, An algorithm for the machine calculation
of complex Fourier series, Mathematics of Computation 19 (1965)

2C. RUNGE, R. KONIG Vorlesungen iiber Numerisches Rechnen, Springer
(1924)
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\—Diskrete Fourier-Transformation

» Die Gleichung X" =1 hat in C genau n Losungen

0 1 2 n—1
wn,wn,wn, 0o ,wn

. 2 2
wobei w, = e2™/" = cos <—7T> 47 -sin <—7T)
n n

(“primitive” n-te Einheitswurzel)

» Diese “n-ten Einheitswurzeln” bilden eine zyklische Gruppe
R, der Ordnung n unter der Multiplikation.

(Zp,+) — (Rp,) : k — w,l;

ist ein Isomorphismus.
» Aussagen liber Z und Z, libertragen sich auf die Gruppen R,
» nim — R, CRn

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
Diskrete Fourier-Transformation

» n=206:

1+i-v/3

we = >

1

» {11+i-\/§—1+i-\/§ 1-i-vV31-i-3
6 — 5 ; )

2 ’ 2

1+i-vV3
=RaURsU{———}

2 2

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
L Diskrete Fourier-Transformation

> Beispiele
> n=2:w, =-1
RZ = {17_1}

» n=3:w3=(-1+i-3)/2

1. —1—i.
R3:{1, +2/ \/5’ 2/ \/§}

>» n=4:ws=1
Ra={1,i,—-1,—i} =R U{+£i}
» n=>5":

_V5-1+iv2vV5+ V5
4

{\fS—lii\@\/5+\/§ —\/5—111'\/5\/5_\@}
4 ’ 4

Ws

Rs = {1} U

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
Diskrete Fourier-Transformation

» n=28

14

C()—
>

1+
Rg = Ra U {wg,wg’,wg,wg} =R4 U {:I: NG }

» n=9

k k
Rg9 =Rz U {cos (§> + isin (§> ke {1,2,4}}
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— Diskrete Fourier-Transformation — Diskrete Fourier-Transformation

» n=10 Rl

RlOZRQURsU{COS <%)iisin G—g) ;k€{1,3}} / \\

> n=11 Ro Rs Rs R+ R
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LDiskrete Fourier-Transformation LDiskrete Fourier-Transformation

. . , » DFT als lineare Transformation
> (Komplexe) Diskrete Fouriertransformation der Ordnung n:

1 1 1 1 1

a a
0 1 = 0 : _ 0
DET. - (a0, a1,.--,an-1) — (a(wy),a(w;),...,a(wl=)) o 1w, w2 .. ;oo wil o
n,w (o Cn 2 4 2j 2(n—1)
- as 1w wy e ws .. Wp as
wobei a(X) ="+ a; X' . ) ) o0
(. ) . =0 aj 1wy, w%’ wl w;,(" 2 aj
» DFT,, ist simultane Auswertung von Polynomen € C[X]<p .
an den n-ten Einheitswurzeln ' ' ' ) ' a2
dn—1 1 w,’}‘l wﬁ(n_l) o w{,(n_l) o w,(,"_l) dn—1
DFT,., =1L 1
fad (Whwhyeswn ") V(o Wl w2, .. wi™h)

> Beachten: w, hat die Ordnung n in R, also wi/ = wijmedn
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\—Diskrete Fourier-Transformation \—Diskrete Fourier-Transformation
> n=2
1 1
DFT, =
1 -1 » n=2>5
- W= 11 1 1 1 11
1 1 1 1 1 1 1 ws w2 wd Wi 1 ws w?
1 w% wg 1 w% w3 1 wg w56 wg w%z 1 wg’ ws
' ' 1 wi wf wl? wit 1 wi W
mit w3 = _14'2"\/§,w§ = —_1_2"\/5
mit
> =S .
n=4 V5 —1+ivV2V5+ 5
w =
1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 > 4
pFrae| 1 i A I I S A S A () I B A
Tl A e 2021 11 -1
NI 1 B3 2t 1 -/ =1
-Schnelle Fourier-Transformation (FFT) LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
Diskrete Fourier-Transformation LDiskrete Fourier-Transformation
» n=28
» n==6 _
1 1 1 1 1 1 1
(1 1 1 1 1 1171 1 1 1 1 1] 1 ws i wi -1 wg —i
1 wg w% wé w‘g‘ uig 1 wg wg —1 wg w§ 1 i -1 =i 1 F—
1 wy wsg wg wg wg 1 wg wg 1 wg wg 1 w3 —i ws -1 7
= = 8 w )
PRI 1wl wf o wf 1 -1 1 -1 1 -1 DFTg = e 8
4 8§ 12 16 20 4 2 4 2 1 -1 1 -1 1 -1 1
1 wy wg wsg wg Wi 1 wg wg 1 wy wg 1 5 . 7 1
1 w@ wil W W WP 1 w? wg 1 w? we w8 I wg 1 ws
- - - 1 —i -1 I 1 —i -1
mit | 1 wg i wg -1 wg I
y 14+i-V3 2 —14i-3 mit
6 — 6 — 5
2 2
) . 14+ -1+
71*/\/57 57171’\/§7 2 w8: + W§:—+
i e V2
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- Faktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen

» Faktorisierung von DFTy

» Spalten vertauschen
» Faktorisierung von DF T4

1 1 1 1 1 1 1 1 ..
1 i1 g 1 1 P o » Faktorisierung erkennen
DFT, = 1 1 1 1171 1 -1 -1 =DFT, L o
1 -5 -1 ] 1 -1 —i 1 o h 0 i DFT, ‘ 0,
DFT = 1 0 | 0, |DFT.
» Blockstruktur erkennen L | — < 0 > 2 ‘ 2
1 1 1 1 1 0
1 -1 P DFT, < 0 i > DFT, wobei /, = Einheitsmatrix, 0, = Nullmatrix
1 1]|-1 -1 | -1 0
1 1| —j DFT>, ( 0 i > DFT>,
L Schnelle Fourier-Transformation (FFT) LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
LFaktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen
» Faktorisierung von DFTg
» Blockstruktur erkennen
» Faktorisierung von DFTg
» Spalten in DFTg vertauschen 1
ws
11 1 1 1 1 1 1] DFTs w3 - DFT4
1 i -1 —i ws wi w§ wi — w3
1 -1 1 -1 i —i i —i DFTs = " wg
= |1 —i -1 i W ws Wi W} wg
DFTg = 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 DFT, 8 -DFT,
1 i -1 —i w§ wl ws Wi i wi ]
1 -1 1 -1 —i i =i i
1 —i -1 i wh oWl Wi ws » Faktorisierung erkennen
= . /4 D4 DFT4 04
DFTs = [ Iy —D4 ] [ 0, DFT,
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- Faktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen

» Faktorisierung von DFT»,

_ - » Dabei ist
1
W2n 1
DFT, _ - DFT, w2p
o wn—l n ° ¢
5 o
DFT 5, = - n .
Wop L Wop
wirt [ Wi
DFT, _ . DFT, 2 e
o W
: 2n
n
2n—1 —Dp =wy, Dy =
L Won A
: L won !
| Dn DFT, 0,
| 1, —D, 0, DFT,
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L Faktorisierung der DFT-Matrizen L Faktorisierung der DFT-Matrizen

» FFT: der entscheidende “divide-and-conquer”-Trick:

< ECHEEE [ G e TS Riickfiihrung von DF Ty, auf DFT, ;

=== | In Dp DFT, 0, > w = wy, : primitive 2n-te Einheitswurzel, d.h.
DFT5, = .
In _Dn On DFTI'I

RQn = {1 = (,UO?(,U,wz, 000 ,w2n—l}

» hat die Matrix 5?7/'2,, 4n? Koeffizienten # 0
» haben die Matrizen auf der rechten Seite 4n + 2n?
Koeffizienten # 0 Rp={l= ntnn’, ... 777"_1}

» FFT: diese Zerlegungsidee rekursiv durchfiihren

> = (wz,,)2 = w, : primitive n-te Einheitswurzel, d.h.

v

Inklusion: R, C Rap
» Folgerung: Reduktion der Anzahl der Koeffizienten # 0 von Genauer: unter der Abbildung x — x? wird Ry, 2-zu-1 auf R,

O(n?) auf O(nlog n) abgebildet:

v

Wk W™k =k (0 < k< n)
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LFFT

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)

LFFT

» Polynomialer Ansatz zur FFT

» Zerlegung von Polynomen nach Paritdt der Exponenten

2n—1
aX)=>Y aX o (a,a,..., 352 2, 1)=a
i=0
n—1
a[O](X) = Z ai X! S <307 az,...,dn—4, a2n—2> = a[O]
i=0
n—1
a[ll(X) = Z a1 X' o (a,a3,...,320-3,3m-1) = al!
i=0

> es gilt
a(X) = al%(x?) + X - alYl(x?)

» und daher fir 0 < k < 2n:

a(wk) _ 3[0](w2k) + wk . a[1](w2k)
_ a[O](nk) AL wk . a[ll(nk) (0 <k< n)
= @) + W) (n< k< 2n)

» Folgerung:

DFT,,.(a) = DFT, ,(al®) w « DFT, ,(a)

> X« ist die "butterfly”-Operation

(292)=( ) (@) osken

= = = = = o e = = =
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I—FFT I—FFT
ap ay a as A2k A2k-+1 Aop—2  QA2p-—1
| | |
1 FFT (real af], int n, complex w)
{

if (n ==1) return (ap);

else

{

0 0
(ozg], e a,[zl_l) =FFT((ag,as - .., a2n—4,02n—2),1/2,w?);
1 1
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FFT := proc (A,k)
n := 27k;
if k=0 then RETURN(A) fi;
omega_n := exp(2xPi*I/n);
omega := 1;
a_0 := [A[0],A[2],...,A[n-2]];
a_1l := [A[1],A[3],...,A[n-1]];
y_0 := FFT(a_0,k-1);
y_1 := FFT(a_1,k-1);
for t from 0 to (n/2)-1 do
y[t] := y_0[t] + omegaxy_1[t];
ylt+(n/2)] := y_0[t] - omegaxy_1[t];
omega := omegaxomega_n
od;
RETURN (y) ;
end;

L Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
Lrrr

» Komplexitdt der FFT

» F(n) : Anzahl der komplexen arithmetischen Operationen zur
Berechnung von DFT(n) mittels FFT
» ‘“divide-and-conquer”-Rekursionsgleichung

F(2n)=2-F(n)+O(n), F(1)=0

» Losung:
F(n) € ©(n-logn)
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» Umkehrabbildung
DFT(n)~! = “Interpolation” an den Stellen wX € R,

> Inverses der Vandermonde-Matrix von DFT (n)

_ 0, .1 n=1y _ (, i
Vo = Vop(wp,wpy . oywp ) = (w")OSIJ<n

ist
1 1 . 1 .

0 —1 —n-1 i —
—Vn(w,-,,w,-, ...,C()n ): —wnJ — —wn-/
i ” 0<ij<n a 0<ij<n
wobei @, = e~ 27/" = -1

> Beweis: fiir 0 < i, k < n gilt

n—1 n—1 n—1 noi=
E wg -uTan — E wg .wn—Jk — E wg’—k)J — .

0 i#k
j=0 j=0 j
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» Folgerung:

» Die Riicktransformation DFT (n)~! ist

— bis auf banale Anderungen:
w, durch w1 ersetzen und alles durch n dividieren —

die gleiche Operation wie DFT (n)

» DFT(n)~! kann also ebenfalls mit ©(nlog n) komplexen
Operationen berechnet werden

» Man kann die gleichen Programme/Hardware verwenden
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» Ergdnzende Bemerkungen
» FFT kombiniert zwei Prinzipien algebraischer Natur:
— Domain-Transformation (Koeffizientendarstellung vs.
Wertedarstellung) mittels Evaluation < Interpolation
— Rekursive Struktur der Einheitswurzeln als Lésungen von
X" =1 und damit als Elemente einer zyklischen Gruppe
» Zahlreiche Varianten und Variationen iiber Ringen, die
geniigend viele Einheitswurzeln enthalten, darunter
— Ringe Z,, fiir geeignete n
— endliche Kérper (bestehen vollstandig aus Einheitswurzeln!)
— andere Zerlegungen als nach Zweierpotenzen
» Beim Rechnen iiber C: Rundungsfehler, numerische Stabilitat?
Andere Ringe/Korper mit exakter Arithmetik oft vorteilhaft
» Schnellstes bekanntes Multiplikationsverfahren fiir ganze

Zahlen (SCHONHAGE-STRASSEN, O(nlog nloglog n)) beruht
auf FFT iiber Ringen Zo«

LSchnelle Fourier-Transformation (FFT)
Lrer

» Anwendung: Multiplikation (“Faltung”) von zwei Polynomen
a, b € C[X]<, nach dem Schema der modularen Arithmetik

> jeweils 2n Auswertungen mittels FFT
a(w3,), b(ws,) (0 < k < 2n)
» 2n komplexe Multiplikationen
c(wsn) = a(w3,) - bws,) (0 < k < 2n)
» Interpolation mittels FFT-Riicktransformation

c(X) = DFT(2n) "} ([c(w3,), - - - [e(wzn )])

erfordert 3- ©(2n - log2n) + O(2n) € ©(n - log n) komplexe
Operationen, ist also deutlich schneller als das klassische
O(n?)-Verfahren



