
Lexicografische Ordnung und Grössenvergleich

Notation

– B = {0, 1} : “bits”, Bn : bitstrings der Länge n, induktiv definiert durch

B0 = {ε}, B1 = B, Bn+1 = B · Bn (n ≥ 1)

– bitstrings endlicher Länge

B∗ =
⊎
n≥0

Bn, B+ =
⊎
n>0

Bn

Längenfunktion B∗ → N : |a| = n ⇔ a ∈ Bn (n ≥ 0)

– Konstruktoren head und tail

h : B+ → B, t : B+ → B∗, definiert durch: h(a) · t(a) = a (a ∈ B+)

– Interpretation als Binärdarstellung natürlicher Zahlen

val : B+ → N : a 7→ if |a| = 1 then a else h(a) · 2|t(a)| + val(t(a))
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• lexicografische Ordnung auf Bn (n > 0)

lexn : Bn × Bn → {“ <lex ”, “ =lex ”, “ >lex ”} :

(a, b) 7→



if h(a) < h(b) then “ <lex ”

elif h(a) > h(b) then “ >lex ”

else

if n = 1 then “ =lex ”

else lexn−1(t(a), t(b))

• lexicografische Ordnung und “natürliche” Ordnung auf N:

– die Abbildung val definiert eine Bijektion zwischen Bn und [0 . . . 2n − 1]
mit

a <lex b ⇔ val(a) < val(b)

(und entsprechend für =lex und >lex)
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Kosten des lexicografischen Grössenvergleichs lexn

Vn : Bn × Bn → N : (a, b) 7→
Anzahl der Vergleichsoperationen

auf bit-Ebene

für die Berechnung von lexn(a, b)

• im best case

min
(a, b) ∈ Bn × Bn

Vn(a, b) = 1

• im worst case

max
(a, b) ∈ Bn × Bn

Vn(a, b) = n

• im average case

Vn =
1

](Bn × Bn)

∑
(a, b) ∈ Bn × Bn

Vn(a, b) = ?
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rekursives Verhalten:

V1(a, b) = 1 (a, b) ∈ B × B

Vn+1(a, b) =

1 falls h(a) 6= h(b)

1 + Vn(t(a), t(b)) falls h(a) = h(b)
(a, b) ∈ Bn+1 × Bn+1

Folgerung: für ΣVn =
∑

(a, b) ∈ Bn × Bn Vn(a, b) gilt

ΣVn+1= 2 ·
∑

(a, b) ∈ Bn × Bn 1 + 2 ·
∑

(a, b) ∈ Bn × Bn(1 + Vn(a, b))

= 2 · (]Bn)2 + 2 · (]Bn)2 + 2 · ΣVn

= 4n+1 + 2 · ΣVn

Daher gilt

Vn+1 =
ΣVn+1

4n+1
= 1 +

1
2

ΣVn

4n
= 1 +

1
2

Vn , V1 = 1

und somit

Vn = 2− 1
2n−1

, d.h. Vn ∼ 2
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