mittlere Hohe von Bindarbiaumen

Entropie

gewichtete mittlere Hohe von Bindrbdumen

Quellcodierung, Datenkompression
e SHANNONSs Theorem

e optimale Quellcodierung (HUFFMAN)
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Zur mittleren Hohe von Binarbaumen

wobei

— ¢ : Bindrbaum

— E(t) : Menge der Blatter
— e(t) =4E(t) : Anzahl der
— h(b,t) : Hohe des Blattes

(external nodes) von ¢
Blatter von ¢

bint

- 1
} h(tz):g(2+2+2+3+3):



Zusammenhang mit dem rekursiven Aufbau von Bindrbdumen

(=0
RO, ty, t,))= % P h(b,t)
= ylt) (bg(:m [2(b, te) + 1] + bg{;) [h(b,t,) + 1]
- e(te)e(t)e(tr) e((ttz)) Alte) ee((t;)) )
=1+ S T + S T
5

Dabei ist
H(z,1—2)=—xlogax — (1 —x)log(l — x)
die “Entropiefunktion”
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Fundamentale Ungleichung fiir Bindrbdume

h(t) > loge(t)

folgt per Induktion iiber der rekursiven Aufbau

h( D): 0=1logl
= _ e(te) = e(tr) s
R((O, te, t,))=1+ 70 h(te) + 70 h(t.)
e(te) e(tr)
>1+ 0] -loge(te) + 0] -loge(tr)
_ (te) e(te)  e(tr)  e(tr)
=1+ @ 0 + o) log ot) +log e(t)
~H(SE S
_ 1 _ gy €te) e(tr)
=1-H( o) e®) ) +loge(t)
>0
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SHANNONSs Entropie
X : Zufallsvariable, die endlich-viele Werte, z.B. 1,2,...,n annimmt

pr = P[X = k] : Wahrscheinlichkeit fiir Eintreten des Ereignisses “X = k"

also

n
Pe>0(1<k<n) mit ¥ pp=1
k=1

Bezeichnung: p = (p1,p2,...,Pn)

“Information(sgehalt)” des Ereignisses “X = k"

I[X = k] = —log px

“Entropie” = Erwartungswert der Information

H(p) = H(p,-.-,pa) =E(I,p) = =) prlogps
k=1



Eigenschaften der Entropiefunktion

© 0o N o O k~ w b o=

H(p17>pn)20
Pl,--3Dn) =0 & pp =0, fureinie{1,...,n}

Py Pny0) = H(py, .o pn)

1/n,...,1/n) < H(1/(n+1),...,1/(n+1))

D1,--.,Ppn) ist stetige Funktion der Variablen py
H(1/mn,...,1/mn)=H(1/m,...,1/m)+ H(1/n,...,1/n)
fir p1,...pm > 0und q1,...,¢, > 0 mit

pr+-Fpm=p @+ -¢.=qund p+q=1gilt

H(pi,...,pm,q1---,qn) =

H(p,q)+p-Hp1/p,--.pn/p) +q-H(q1/q, -

Zum Beweis der Eigenschaft 3. der Entropiefunktion:

Folgende Aussage bezeichnet man in der Informationstheorie als “key lemma":

Fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen p = (p1,...,pn) und

n
H(p1,....pn) < — > _pr-loga
k=1

1

und es gilt "=" genau dann, wenn p = q.

Als Konsequenz hat man, indem man fiir g die Gleichverteilung

q1=...:qn:%Wéh|t:

H(pla' o 7pn) S 10g’I’L

11

)
Di,-..,Pn) Wird maximal fiir die Gleichverteilung py = ... =p, =
)

(
(
H(p1,...,pn) ist invariant unter Permutation der Komponenten pj,
(
(
(

3=

aq”/Q)

Bemerkung:

e Alle diese Eigenschaften — ausgenommen vielleicht 3. (s.u.) — lassen sich
ausgehend von der Definition leicht nachrechnen.
Was wichtiger ist: diese Eigenschaften erscheinen als plausible Forderungen,

wenn man ausgeht von der intuitiven Vorstellung von der Entropie als dem
“Informationsgewinn beim Durchfiihren eines Experiments”

So beschreibt 8. das Verhalten bei der Kombination unabhangiger und
gleichverteilter Experimente zu einem “Produktexperiment” und 9. bei der

Ausfiihrung eines Experiments in zwei Stufen.
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Beweis des “key lemmas” :

Die Logarithmusfunktion ist konvex und es gilt daher

hz<z-1 (z>0)

mit “=" genau dann, wenn x = 1. Also ist

mZ<% 1 1<k<n)

Dk~ Dk
dk
Z prIn —< Z qr — Z pr =0
1<k<n P p<n 1<k<n
> prlng< D pelnpy
1<k<n 1<k<n
mit “=" genau dann, wenn p = gq.
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Theorem: Bindre Bdume mit Gewichten (auf den Blattern)

Die Eigenschaften 1.-9. bestimmen die Entropiefunktion eindeutig (bis — betrachten (¢, p) wobei

auf einen konstanten Faktor), d.h. — + - binirer Baum

— P = (pv)ber(r) Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Blattern von ¢

Eine Funktion mit den Eigenschaften 1.-9. ist notwendig von der Form — untersuchen Erwartungswert der Hohe der Blatter

(“gewichtete mittlere Hohe", “gewichtete externe Pfadlange”)

H(py,...,pn) = —¢ Y _ pilogpi _
k=1 h(t,p) = Z Dy - h(ba t)

. beE(t
mit einer Konstanten ¢ > 0. )

— fiir den Fall der Gleichverteilung auf E(t) ist das gerade h(t)

— Erinnerung:

h(t) > loge(t)

(“information theory bound”)
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h(ts) = 4

_ 1 13 — 1 14
h(tl):5(2+3+3+2+2): h(t2)=5(1+3+4+4+2):§

5

h(t1,p) =04-240.1-34+01-3+0.2-2+0.2-2=22
h(ta,p) =0.4-14+0.1-340.1-44+0.2-4+0.2-2=23
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h(t1,q) =0.6-2+0.1-340.1-3+01-2+0.1-2=22
h(ty,q) =0.6-1+0.1-3+01-440.1-44+0.1-2=19
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Der Beweis fiir den ersten Teil (untere Schranke fiir h(t, p)) geht genauso wie
der Beweis fiir loge(t) < h(t) im Fall der Gleichverteilung.

Sei t = (O, ty,t,) Bindrbaum mit Knotengewichten

— (p1,...,pm) auf E(tg) = (by,...,by)

- (q1, .-, qn) auf E(t;) = (c1,...,¢n)
Dabei sind

- p=(P1 Pmq1s -5 )

= po=(P1/p-- -, Pm/P) Mitp=p1+ -+ pm

- P =(0/¢- /) mitg=q+ - +qn
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf E(t) bzw. E(t;) bzw. E(t,).
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Fundamentales Problem der Informationstheorie

e wie klein kann h(t,p) bei gegebenem p gemacht werden,
indem man den Bindrbaum ¢ geeignet wahlt?

Antwort: SHANNONs Quellcodierungstheorem

e untere Schranke: fiir jeden gewichteten Bindrbaum (¢, p) gilt
H(p) < h(t,p)

e obere Schranke: zu jeder WV p gibt es einen Bindrbaum ¢ mit

h(t,p) < H(p) + 1

18

Dann gilt (Induktion!)

E(t,p): Z Db - h(bv t)
)

beB(t

> opo-h(bt)+ D pe-hlet)

beE(te) c€E(tr)

> i (hlbiste) +1) +

1<ism 1<j<n

=p+q+p-h(te,p) +q-h(t,p,)

qj - (h(cj, tr) +1)

>1+p-H(p,)+q-H(p,)

=1-H(p,q)+H(p) = H(p)
>0

wegen Eigenschaften 3. und 9. der Entropiefunktion.
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(Verlustfreie) Datenkompression durch Quellcodierung mit variabler Lange
- A={a,b,c,...} : endliche Menge von “Nachrichten” (Quellalphabet)
- {0,1} : “Kanalalphabet”
— (bin&re) Codierung ist injektive Abbildung

®:A— {0,1}"

fortgesetzt zu Homomorphismus @ : A* — {0,1}*,
falls die Decodierbedingung (unique decipherability) erfiillt ist:

(UD) fiir jedes w € {0,1}* gilt &~ ! (w) <1

- ®(A) = {®(a),®(b), ®(c),...} : Menge der Codewdrter, “Code”

21

— Eine Codierung @ (ein Code ®(A)) hat die Prifix-Eigenschaft
(ist ein Prifixcode), wenn gilt:

(PP) kein Codewort ist Prifix eines anderen Codewortes

— ®; (und allgemein alle Codes konstanter Lange)
sowie @5 haben die (PE), die Abbildung ®3 nicht

— es gilt offensichtlich: (PP) = (UD), aber (UD) % (PP)
— Beispiele (A = {a,b,¢,d, e})

a—0 a— 00
b+— 100 b+— 101
D4 : ¢ cr— 1010 ®5: ¢ c— 010
d— 1011 d— 001
e— 11 e— 11

&4 hat (PP), @5 hat (UD), aber nicht (PP)
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— Beispiele (A = {a, b, c,d})

a+— 00 a—0 a— 01

b— 01 b— 111 b— 011
@13 (1)22 (1)32

c+— 10 c— 110 c— 110

d— 11 d— 101 d— 101

— ®; : Codierung mit konstanter Lange
®1(abadc) =00-01-00-11-10 = 0001001110
— @, : Codierung mit variabler Lange
®y(abadc) =0-111-0-101-110 = 01110101110
— @3 : keine Codierung!

®3(bda) = 011 - 101 - 01 = 01110101 = 01 - 110 - 101 = ®3(acd)

22

Prafixcodes sind bindare Baume in einem erweiterten Sinn:

innere Knoten kdnnen einen (rechten oder linken) oder zwei (rechten und linken)
Nachfolger haben

A A A
KR g R g R
d o d B < R &£ e
o, o, B8 B ¥ R

o, &

24



Vergleich von Codierungen — Datenkompression
e Eine Quelle Q = (A, p) ist ein Paar, bestehend aus

— einem Quellalphabet A = {a,b,c,...}

D, Dy
aagea 000110 0000001100 — einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (pa, pp, Pe, - - .) auf A.
abaedbc — 0100011101110101011 0010001100101010 e Fiir Codierungen ® : A — {0, 1} einer Quelle Q = (4, p) ist

Welche Codierung ist “besser”? w(Q, @) = pr @ ()|

Das hangt davon ab, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die “"Quellsymbole” z€A

a, b, c,d, e vorkommen! mittlere oder erwartete Codewortlinge des Codes C = ®(A).

e Fiir Prafixcodes:
gewichtete mittlere Hohe des

mittlere Codewortlinge = entsprechenden Bindrbaumes
(im erweiterten Sinn)

25 26
Beispiel
Q = (A,p) mit A={a,b,c,d} und p = (pa, Ps, Pe, Pa) = (0.9,0.05,0.025,0.025) Folgerung (SHANNON):
- ®:a—00,b— 01,c— 10,d — 11 Bei gegebener Quellverteilung p = (pa, pp, Pe, - - -) gibt die Entropie H(p)
o ) ) o5 o5 9o ein MaB dafiir an, welche Kompression (mittlere Wortlange) bei keiner
M2, @) =09-2+005-2+0.025-2+0.025-2= Codierung unterschritten werden kann.
- P:a—0,b— 111,c— 110,d — 101 Bemerkungen:
w(Q, ®2) =0.9-140.05-3+0.025 -3 4+ 0.025 -3 = 1.2 e fiir optimale Codierung kann man sich auf die Verwendung von (echten)
Bindrbdumen beschranken
Beispiel

e — Préfixcodes lassen sich “online” decodieren

Q= (A,q) mit A=1{a,b,c,d} und q = (¢a, 9, 9c, 94) = (0.35,0.25,0.25,0.15)
- P,:a—00,b—01,c— 10,d— 11

— Codes ohne (PP) lassen sich i.a. nicht “online” decodieren

e Verwendung von (UD)-Codes, die nicht die (PP) haben, kann die Situation nicht
w(Q,®1)=0.35-2+0.25-2+025-240.15-2=2 verbessern:

zu jeder Quelle @ = (A, p) und zu jedem (UD)-Code ®(A) gibt es einen

- ®y:a—~0,b— 111,¢+~— 110,d — 101
(PP)-Code W(A) mit u(Q,®) = p(Q, ¥) (Satz von MACMILLAN)

1(Q, &) =0.35-1+0.25-3+0.25-3+0.15-3 =23

e Konstruktion optimaler Prifixcodes: Verfahren von HUFFMAN
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Existenz von Prafix-Codes mit gegebenen Wortlangen ¢1,45, ..., 4, Beweis der Ungleichung von KRAFT (notwendig):

e Es existiert ein Prafixcode {wy,ws, ..., w,} C {0,1}* mit Wortlingen
|wi| = € (1 <k < n) genau dann, wenn Es sei ¢,, = maxi<p<p {k. Die Wortmengen
PO we- {0,137 € {0.1}" (1 <k <n)
1<k<n

sind wegen (PP) paarweise disjunkt, deshalb
(Ungleichung von KRAFT)

e Beachte: ist ¢ ein Bindrbaum (im urspriinglichen Sinn), so gilt immer Z 9bn—ti < 9tn
beE(t)
29 30

— Fiir n = 1 bzw. n = 2 leisten {0°*} bzw. {0°*, 1%} das Gewiinschte

— Sei die Behauptung fiir n > 1 bewiesen.
1</t <...</ty <Lyt geniige der Ungleichung von KRAFT. Beispiel zu Ungleichung von KRAFT

Die gilt dann auch fiir die n + 1 Zahlen Wortlingen  Code

b, loy . ln—1, b, by 2,3,3,3,5,7 {00,010,110,111,01110,0111111}
und wegen 27/ 4 27 = 2=¢n=1) auch fiir die n Zahlen 2,3,3,3,4 {0070107 110, 111, 0111}
Gl b1l —1 2,2,3,3 {00,01,110,111}
2,2,2 {00,01,11}
Es existiert also ein Prifixcode
1,2 {0,11}
{wi,wa, ..., wp} mit jwg| =k (1 <k <n)und |w,| =4, —1 0 {e}
Der Prafixcode
{wi,wa, ..., wp—1,wn0, wnle”“_e”“"l}

leistet das Verlangte.
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Beweis des Theorems von SHANNON (obere Schranke)
Q={(A,p) : Quelle mit A={ai,...,a,}, p= (p1,p2,--,0n),
wobei pi, >0 (1 <k <n).
Mit
b, =T—logpr] (1<k<n)
Eine Abschatzung fiir die mittlere Wortlange dieses Codes ergibt sich aus der

sei

—logpe <€, <1—logpy (1<k<n) rechten Ungleichung

und somit (linke Ungleichung)
, wQ,®) = > pr-le< > pr-(1—logps) =1+ H(p)
Z 27 <1 1<k<n 1<k<n
1<k<n

Es existiert also ein Prafixcode
O:A—{w,we,...,wy}a;—w (1<i<n)
mit Wortlangen

\wk\ = fk = 2|’—logp;€'| (]. S k § ’I’L)
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Konstruktion optimaler (Préfix-)Codes (HUFFMAN) Fiir eine Quelle Q = (A, p) mit fA > 2 gilt:

— ist ® optimal fir @ und sind a,b € A mit p, > pp,
so ist |®(a)| < |P()]

w(Q,®) = min{ u(Q, ¥); ¥ Codierung fir Q } Begriindung:

— optimale Codierung @ fiir eine Quelle Q = (A, p)

. .. . andernfalls kdnnte man die Codierungen von a und b vertauschen, d.h.
— Das Theorem von SHANNON garantiert fiir optimales ®:

a— ®(b
H(p) < u(Q.9) <1+ H(p) )
U:db— &(a)
— Die Konstruktion eines optimalen ® kann mit Hilfe eines c— ®() (ceA\{a,b})

“GREEDY" -Algorithmus ausgefiihrt werden, der sich am Beweis der
und damit die mittlere Codeldnge verkleinern:

w(Q, ) = (Q, @) — pa - (|2(a)] = [¥(a)]) = po - (|2(0)] — [¥(D)])
=2, ®) = (Pa — po) - (|2(a)| — [2(D)])

>0

Ungleichung von KRAFT orientiert

— ist ® optimal fiir Q, so ist der Code ®(A) ein Bindrbaum
(im strikten Sinn)
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— ist ® optimal fiir Q, so kann man annehmen (d.h., durch Umordnung
erreichen), dass es Symbole a,b € A mit minimalen Wahrscheinlichkeiten
Pa> Do 8ibt, d.h.

,pp < min ,
DPa,Po > cGA\{a,b}pc

die als Geschwister codiert sind, d.h. es gibt ein w € {0, 1}* mit
P(a)=w-0 und ®(b)=w-1

Begriindung:

Knoten auf dem hochsten Niveau eines Bindrbaumes (im engeren Sinne)
treten immer als Geschwisterpaare auf.

Durch Umordung der Wahrscheinlichkeiten auf dem héchsten Niveau kann
man die angegebene Situation erreichen, ohne die mittlere Wortlange zu

andern.
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o & (strikter) Prifixcode fiir Q , bei dem ®(a) und ®(b) Geschwister sind, d.h.

P(a) =w-0, D(b) = w-1 fiir ein w € {0,1}*

x— ®(x) firxze A\ {a,b}

o = w

@ :A— {01}

= @’ (strikter) Prafixcode fiir Q’

o &' (strikter) Prafixcode fiir Q'

x— ®'(z) firx € A\ {a,b}
P:A—{0,1}":¢a— & (a)-0
b— &' (a) -1

= @ (strikter) Prafixcode fiir Q, bei dem ®(a) und ®(b) Geschwister sind

39

— Fusion von Quellsymbolen a,b € A:

Q= <A,p>
A" = (A\{a,b}) U{a}

, Da firz € A\ {a,b}
pg; =
Pa+pp firzx=a«
Q/ — <A/’p/>
38

e hierbei gilt
w(Q,®) — w(Q', @) = po - |(a)| +pp - [B(b)] — P, - |2'()]
= pa - |®(a)| +pp - [2(b)] — (pa +po) - (|2(a)] — 1)
= Pa + Py = D)

Folgerung

e Entsteht die Quelle Q' = (A’, p’) aus der Quelle Q = (A, p) durch Fusion
zweier Symbole a,b € A mit minimalen Wahrscheinlichkeiten p,, py, so gilt

(mit dem obigen Zusammenhang zwischen ® und ®’)
® optimal fir @ < &’ optimal fiir @’

Diese Aussage erlaubt die rekursive Konstruktion optimaler Prafixcodes.
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e Realisierung dieser Idee

0@ — 9B . ... o) . g =9
P2 5 B 4 ... o ol L, pn) =@

Dabei

— Q™) : Quelle mit k& Symbolen

— ®®) : optimaler Prifixcode fiir Q%)

- Q=1 9 : Fusion von zwei Symbolen mit minimaler W.keit
— =1 _, () : Konstruktion entlang Umkehrung der Fusion

- 9® = ({a,b}, (pa, b))
- 3@ =(a—0, b 1)

41

ere] [er2] [ose) [ers) [ers ] [ve]

o) (o) (oo (o] (&)
o] (2]
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Beispiel zur Konstruktion von HUFFMAN
(mit Symbolhaufigkeiten statt Wahrscheinlichkeiten)

oW @ 0B o® 0®  3®
a 9 10
a 9 10
boam b8 U g g
3 11
sz 12 8(1)<df 5 011<Z 135 008
e 15 00 F o2 ol
9B ¢ o 5@
ab 17 1
ab 17 1
Cff 10 8(1) edef 25 0
> 9]

_9-2+48-2+45-34+3-4415-2+2-4
- 49

5+ 10+ 17+ 25 99
= 1=—=235714284...
9 + 2 3571428

n(Q®, 2©®)

9 8 5 3 15 2
NB  H(—,—,—,—, =, =) =2.309050472. ..
(42’42742’42’42’42)
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Implementierung der HUFFMAN-Konstruktion
— Quelle Q = (A,p) mit 1A, p= (p1,-..,Pn)
— konstruiere Folge F(") p(r=1 FG) p®@ FO) yon Wildern
F® = (@, q1),-., (07, 90)}
k)

tg ,...,t;ﬁk) Bindrbaume
gi,---,9r Gewichte mit gy > g0 > ... > gpund g1 +---+gx =1

- Fn) = {(@p1),--.,(E,pn)}
— F® L D mit s = (O, 69,19, b= gply + g

Fl=1) — (F(k) \ {(tgi)l,gk—ﬁ, (tz(ck)agk)}) U (s, h)

(nach Gewichten ordnen!)

= tgl) ist der HUFFMAN-Code
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Komplexitat der HUFFMAN-Konstruktion

Information iiber die Gewichte g; in einer priority queue organisieren!
Diese Queue als min-heap implementieren.

— Aufbau des heaps: O(n)

n — 1 heap-Operationen (2x DELETEMIN, 1x REHEAP) mit Aufwand
O(logn)

— Gesamtaufwand (Vergleichsoperationen): O(nlogn)
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Literaturhinweise
e V. HEUN behandelt in Grundlegende Algorithmen die HUFFMAN-Konstruktion in
Kapitel 6.5 (Datenkompression). Alles iiber Datenkompression erfahrt man in
— S. C. SALOMON, Data Compression — The Complete Reference, Springer,
1997.
e Fiir eine Diskussion des Entropiebegriffs, Quellcodierung etc. muss man in Biicher
liber Informationstheorie schauen, z.B.
— D. WELSH, Codes and Cryptography, Oxford UP, 1988.
— R. J. McELIECE, The Theory of Information and Coding, Addison-Wesley,
1977.

e Alle soliden Lehrbiicher iiber Algorithmen(-entwurf) behandeln mehr oder weniger
ausfiihrlich die HUFFMAN-Konstruktion im Kontext der GREEDY-Algorithmen, siehe
z.B. Kapitel 16 in

— T. H. CorMEN, C. L. LEISERSON, R. L. RivesT, C. STEIN,
An Introduction to Algorithms (2nd. ed.), MIT Press, 2001.

Dort erfahrt man auch etwas iiber den theoretischen Hintergrund (Matroide).

a7

HUFFMANs Konstruktion ist ein klassischer GREEDY-Algorithmus.

Weitere bekannte GREEDY-Algorithmen

Zahldarstellung in Positionssystemen (incl. FIBONACCI)

Minimale Geriiste (Spannbdume) (KRUSKAL, PRIM)
— Kiirzeste Wege (DIJKSTRA)

— Knapsack (“fractional”)

GREEDY gehdrt mit DIVIDE-AND-CONQUER, DYNAMIC PROGRAMMING,
BACKTRACKING mit BRANCH-AND-BOUND, RANDOMIZATION zu den fundamentalen

Entwurfsprinzipien fiir Algorithmen

das Typische an GREEDY-Problemen: optimale Losungen von Teilproblemen lassen
sich immer zu global-optimalen Ldsungen fortsetzen

GREEDY kann man nicht immer einsetzen, aber wenn ja, ist es sehr effizient

man kann genau charakterisieren, in welchen Situationen GREEDY funktioniert (=
“Matriode™)
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