Das Closest-Pair-Problem

Literaturhinweis: Th. Ottmann, Das Divide-and-Conquer-Prinzip,

in Prinzipien des Algorithmenentwurfs, Spektrum Akademischer Verlag 1997.

P endliche Menge von Punkten p = (p,,p,) € R?
dist(p,q) : euklidischer Abstand von p,q € R?
Gesucht

6(P) =min{dist(p,q); pa € P,p#q}

allgemeiner fiir endliche P, Q C R?

§(P,Q) =min{dist(p,q); pE P, € Q, p#q}
also 6(P) = (P, P)
Algorithmisches Problem

e berechne §(P) moglichst effizient
(evtl. auch: bestimme ein Paar p,q € P mit dist(p,q) = 6(P))

Naive Losung der Aufgabe

— berechne alle paarweisen Distanzen
{dist(p,q);p.a € Pp#4q}
— berechne das Minimum dieser Menge
Komplexitét
— fiir P = n: (}) Distanzen berechnen: O(n?)
— Minimum in O(n?) Zahlen suchen: O(n?) Vergleiche

— insgesamt ein O(n?)-Verfahren

Divide-and-Conquer Ansatz

— Zerlege P in zwei (ungeféhr) gleich grosse Teile Py, P,

berechne (rekursiv) 6(P),d(P,)
— berechne 6(P, P;)
— berechne 0(P) = min (6(P),0(P.), (P, Py))

Dieser Ansatz fithrt — bei naivem Vorgehen zur Berechnung von 6(P, P,) —
auf eine Rekursion fiir den Aufwand ¢(n) an Operationen (bei fP = n)
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mit einer Losung t(n) € O(n?)




Geometrisches Divide-and-Conquer )
— bestimme
— Zerlege P mit Hilfe des Medians m der z-Koordinaten der p € P in zwei J J
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— berechne (rekursiv) 6(P;),d(P,) und d = min(6(Py), d(Fy)) 6(P) = min(d, (P, Pr)) = min(d, 6(P, P'))
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3(Pe, Pr) = 8(P{, PY)

= min §(p, ) = min §(p, P (p))
pePE pePg

Aus der Geometrie folgt (grossziigig abgeschétzt!)
tPi(p) <7
d.h. zu jedem p € P¢ gibt es hochstens sieben ¢ € P4 mit dist(p,q) < d,

d.h. man muss bei geschickter (!!) Organisation der Daten nur O(n)
Operationen durchfithren, um §(Py, P.) zu berechnen!

Eine geometrische Uberlegung

o Wieviele disjunkte, offene Kreisscheiben mit Radius R kann man in einem

(a x b)-Rechteck unterbringen?
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cp-Algorithmus

— Zerlege P mit Hilfe des Medians m der z-Koordinaten der p € P in zwei
(ungefahr) gleich grosse Teile

Pr={peP;p, <m} P.={peP;m<p,}
— berechne (rekursiv) 6(P;),d(P.) und d = min(§(Py), d(F;))
— bestimme

Pl={peP;m—-d<p,<m} Pi={peP;m<p,<m+d}

sortiere die Mengen Péd und P? nach den y-Koordinaten ihrer Elemente

— berechne §(Pg, P4) mit O(n) Operationen

T

§(P) = min(d, §(P¢, P4))

Komplexitit ¢(n) des cp-Algorithmus

Medianberechnung und Zerlegung P = P, W P, : O(n)
Herausziehen von P¢ und P2 : O(n)
Sortieren von P& und P4 : O(nlogn)
Berechnen von §(Pg, P4) : O(n)
divide-and-conquer Rekursionsgleichung
t(n) = 2t(n/2) + O(nlogn)
t(2)=1

Verhalten der Losung der Rekursionsgleichung
t(n) € O(nlog®n)

Man kann das Sortieren auf jeder Rekursionsstufe durch einmaliges
Sortieren zu Beginn und geschickte Verwaltung dieser Information
ersetzen, dadurch sogar Gesamtkomplexitét ¢(n) € O(nlogn) erreichen
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