Vorbemerkungen iiber bindre Baume
B : Menge der bindren Biaume, rekursiv definiert durch die Regeln:
— [ ist ein binirer Baum
— sind ty, t, bindre Bdume, so ist auch t = (O, ty,t.) ein bindrer Baum

— nur das, was durch die beiden vorigen Regeln erzeugt werden kann, ist ein
bindrer Baum

Ubliche Darstellung:

Baume mit Wurzel, wobei jeder Knoten zwei oder keinen Knoten als (geordnete)
Nachfolger hat.

— zwei Nachfolger: mit O bezeichnete inneren Knoten,

— kein Nachfolger: mit [ bezeichneten dusseren Knoten (Blatter).

Lineare Codierung von Binirbbiumen (Worter iiber dem Alphabet { O, [1})

code( ) = I code((O, ts, t)) = O code(ty) code(t,.)

Entsprechend: Generierung mittels einer kontextfreien Grammatik in BNF G
— Variablensymbol B (auch Startsymbol)
— Terminalsymbolen [J und O

— Produktionen
B— O] OBB

e [ ist ein bindrer Baum, der nur aus einem einzigen (iusseren) Knoten
besteht;

o t = (0, tst,) ist ein Baum mit Wurzel O, an die zwei binire Biume t, und
t, als linker bzw. rechter Teilbaum angehangt sind.

code(t,) = OO0 O O O O,
code(t,) = OOOOODOOOO
code(t) = O code(ty) code(t,)
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Bemerkungen:

e streicht man in jedem von Gp erzeugten Wort das letzte Symbol und

identifiziert man
O ~ “linke Klammer” [0 ~ ‘“rechte Klammer",

so entsprechen diese Worter genau den wohlgeformten Klammerausdriicken
entsprechender Lange.

e die von G erzeugte Sprache ist kontextfrei, aber nicht regular

e die Anzahl der bindren Bdume mit n inneren (und n + 1 dusseren) Knoten ist

1 2n 4m
Cnn+1(n> €@<n3/2)

e h(t) = Hohe (“height”) von t:

0 falls t =

h(t) =
14 max{h(te), h(t,)} fallst= (O, t,t,)

t= <Oa th tl>

Parameter fiir Bindrbdume (und auch fiir andere Typen von Baumen) , die
induktiv definiert oder beschrieben werden:

o i(t) = Anzahl der inneren (“internal”) Knoten von ¢:

0 falls t = [

i(t) =
14i(ty) +i(t,) fallst = (O, t,t,)
e e(t) = Anzahl der Jusseren (“external”) Knoten von ¢:

1 falls t = O

e(t) =
e(te) +e(t,) fallst= (O, tg,t,)

o s(t) =i(t) + e(t) = Grosse (“size") von t:

1 falls t =

s(t) =
14 s(te) +s(t,) fallst = (O, ty,t,)

Fiir alle bindren Baume t gelten folgende Aussagen:

1. e(t) = i(t) + 1, und damit s(t) = 2-i(t) + 1 =2 e(t) — 1
Beweis
() —i(O)=1-0=1
e({O, te, t,)) —i(( O, te, t,)) = e(te) + e(t,) — (i(te) +i(t,) + 1)
=e(ty) —i(te) +e(ty) —i(ty) — 1

=14+1-1=1



2. h(t) < i(t)

Beweis
h(O) =0=i(0)
h((O,te, t)) = 1+ max{h(te), h(t,)}
< 14 max{i(te),i(t,)}
< 1+ ite) +ilt,)

=i((O, tg, 1))

Untere Schranke fiir das Sortieren
Vergleichbasierte Sortieralgorithmen kdnnen mittels beschrifteter bindrer Baume

(Entscheidungsbdume) veranschaulicht werden:

e Eingabe ist Liste (z1,22,...,2,) der Linge n, wobei die x; paarweise
verschieden (Permutationsmodell)

e innere Knoten sind mit Paaren (4, j) (1 < i < j < n) beschriftet
e Hussere Knoten (Blatter) sind mit Permutationen von {1,2,...,n} beschriftet

e jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt identifiziert schrittweise die
Struktur der Eingabe anhand der Inversionen:
an einem mit (i, j) beschrifteten Knoten

— gehe weiter in den linken Teilbaum, falls z; < x;
— gehe weiter in den rechten Teilbaum, falls z; > x;

an einem Blatt: die Permutation stellt die Grdssenrelationen der Eingabe dar
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3. e(t) < 2" also loge(t) < h(t)
Beweis
e(D):1:20:2h(D)
e({ O, to, t,)) = e(ts) + e(tr)
< h(te) | ohlt,)
< 9 . gmax{h(te) h(t)}
— gl+max{h(te),h(t,)}

= 2h(< OatfvtT»
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Beispiel: mergesort

[1324[1425]2314]p413] [1342]1432]p341]2431)
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e fiir jeden bindren Baum ¢ gilt
e(t) < 2h®
wobei e(t) = Anzahl der Blatter, h(t) = Hohe, also
loge(t) < h(t)

e Operiert ein Sortieralgorithmus A auf Eingaben der Liange n,
so muss der zugehorige Entscheidungsbaum ¢ 4(n) mindestens n! Blitter
haben,
denn alle n! méglichen Permutationen miissen identifiziert werden kdénnen.

e Somit gilt fiir die Anzahl V4(n) im worst-case

Va(n) = h(ta(n)) = [loge(ta(n))] = [logn!]

average-case Analyse

e Jeder Entscheidungsbaum fiir ein Sortierverfahren auf inputs der Lange n hat

genau n! Blatter

e mittlere Hohe eines Binarbaumes
— 1

h(t) = ——= D hib1)
e® &5t
wobei E(t) = Menge der Blatter von ¢, h(b,t) = Hohe des Blattes b in ¢
e Induktiv:
h(O)=0
. elt)) ;. eltr)
h to, tr)) = h(t h(t,) +1
(<Oa £ >) €(t) ( K) + €<t) ( ) +
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e Erinnerung: STIRLINGs Formel
n 1
n!= (ﬁ) \/27r~n<1+0()>
e n

e Theorem (GA, Th. 2.22):
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt auf Folgen der Lange n
im worst-case mindestens

nlogn —nloge + O(logn) ~ nlogn — 1.44n  Vergleiche
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e Lemma (GA, Lemma 2.24): Fiir jeden Bindrbaum gilt

R(t) > log e(t)

e Theorem (GA, Theorem 2.26):
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt auf Folgen der Lange n
im average-case mindestens

nlogn —nloge 4+ O(logn) ~ nlogn — 1.44n  Vergleiche
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Bemerkungen

Sortieralgorithmen, die ©(nlogn) Vergleiche fiir inputs der Linge n
bendtigen (im worst-case bzw. average-case), sind asymptotisch optimal

Mergesort und Heapsort sind asymptotisch optimale Sortierverfahren im
worst-case (und daher auch im average-case)

Selectionsort (Bubblesort) und Insertionsort sind weder im worst-case, noch
im average-case, asymptotisch optimal

Quicksort ist nur im average-case ein asymptotisch optimales Sortierverfahren

Es gibt andere Sortieralgorithmen (z.B. Bucketsort) mit asymptotisch linearer
Laufzeit: die sind aber nicht vergleichsbasiert oder machen einschriankende

Annahmen iiber die Natur bzw. Verteilung der zu sortierenden Elemente
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