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Ausblick: Kapitel 07

e Lernziele:

e Was ist ein Logikkalkil und was kdnnen Logikkalkile
leisten?

» Auf welche Weise wendet man einen Logikkalktl an?

» Wie lasst sich mit Hilfe von Logikkalkiilen zeigen,
dass eine Aussage allgemeingdiltig ist?

¢ Welche aussagenlogischen und quantorenlogischen
Kalkile gibt es? (exemplarisch)

¢ Wie kann man beweisen, dass Logikkalktile
konsistent und vollstandig sind?
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Allgemeines uber Kalkule

e Ziel: Entwicklung von Verfahren, mit denen sich
e inhaltliches logisches Argumentieren ersetzen lasst durch

e rein schematisches Operieren (Ableiten) mit vorher definierten
Zeichen.

e Der "Kalkil"

e Herkunft: calculus (Rechenstein) zum regelgeleiteten
Rechnen mit dem Abakus;

e heute allgemein vom Rechnen geldst:
Satz von Regeln zum Umgang mit Zeichen.
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Der Strich-Kalkul SK (Beispiel 1)

¢ Das Zeichen "=" dient als Mitteilungszeichen flir eine Aufforderung
in Gestalt einer Regel.

e Bei einer unbedingten Aufforderung
(Regel ohne Bedingung) steht links davon nichts; solche
Regeln heiBen auch Anfangsregeln.

Beispiel: = |
"Beginne mit dem Notieren eines Strichs"

e Bei einer bedingten Aufforderung steht links der Reprasentant
einer (regelgemaB) erzeugten Figur, ein schematisch zu
verwendender Buchstabe (auch: Eigenvariable) und rechts
die Anweisung, wie daraus eine neue Figur erzeugt werden
kann.

Beispiel: n=nl
"Nimm etwas schon regelgemaB Erzeugtes ('n")
und hange rechts einen Strich an"
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Kalkule

e Definition: Ein Kalkiil besteht aus

1. einer Menge von Zeichen, aus denen die zu erzeugenden
Figuren bestehen, dem Alphabet;

2. einer oder mehreren Anfangsregeln, die festlegen, mit
welchen Zeichenketten die Konstruktionen von Figuren
beginnen;

3. einer oder mehreren Fortsetzungsregeln, die festlegen,
wie aus schon konstruierten Figuren weitere herzustellen
sind;

4. einem oder mehreren schematisch zu verwendenden
Buchstaben (Eigenvariablen), die zur Bezugnahme auf
schon konstruierte Figuren dienen.
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Kalkule

¢ Die mit dem Strichkalklil SK konstruierbaren Figuren eignen sich
als Zahlzeichen.

¢ Von einer beliebigen Figur kann leicht entschieden werden, ob sie
im Strichkalkll herstellbar ist.
Schreibweise flir Herstellbarkeit (Ableitbarkeit):

F nbzw. Fskn
Beispiel: F |||
Negation der Herstellbarkeitsbehauptung:
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Der KK-Kalkul (Beispiel 2)

¢ KK ("Kreuz-Kringel"): =0
= +
a = ao
a = a+
* Beispiel einer ableitbaren Figur ("Wort"): b OF+0+0o+++

e Bemerkung: In dem so definierten KK-Kalkl ist jede beliebige
Folge aus den (beiden) Zeichen des Alphabets ableitbar.
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Der KK-Kalkul (Beispiel 2)

e Neuer Kalkidl KK; mit modifizierter letzter Regel, nach der das "+"
immer paarweise eingeflihrt wird: a = +a+

e In KK, gilt: Wenn ein Wort nur das Zeichen + enthalt, dann ist es
hoéchstens dann ableitbar, wenn die Anzahl der + ungeradzahlig
ist;

e nur die zweite Anfangsregel und die letzte Regel flihren das +
ein, zuerst eines und dann immer ein Paar.

* Frage: Lassen sich den Regeln eines Kalkiils weitere Regeln
hinzufiigen, mit denen es gelingt, lange Ableitungen zu verkirzen,
ohne dabei zu Figuren zu gelangen, die sich ohne diese
Hinzufligung gar nicht ableiten lassen wirden?

10
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Zulassige Kalkul-Regel

¢ Definition: Ist K ein Kalkil und (R) eine nicht zu den Regeln von
K gehdrende Regel, in der nur Zeichen und Eigenvariable von K
vorkommen, so heiBt (R) K-zuldssig,
wenn jede Zeichenreihe, die in K unter zusatzlicher Verwendung
von (R) ableitbar ist, auch ohne Verwendung von (R) abgeleitet
werden kann.

* Beispiele:

en=nn inSK
Die Regel vergréBert nicht den Vorrat an ableitbaren Figuren,
denn jede Kette, die mit ihr abgeleitet werden kann, kann
auch ohne sie abgeleitet werden.

ea = ++a++ in KK;

Sie kann in jeder Ableitung ersetzt werden durch zweimalige
Anwendung von a = +a+

11
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Definition Alphabet:

 Variable fiir Elementaraussagen: kleine lateinische
Buchstaben p, q, 1, ...

¢ Junktoren: — und — (damit definierbar: v, A)
e Klammern (bei Inhetveen: Punkte...)

 Eigenvariable (schematische Buchstaben flr
Aussageschemata): GroBbuchstaben A, B, C, ....

¢ Definition wohlgeformte Formeln (wff):

= P
A = —A
A,B= A—-B

Doppelkomma als

Meta-Trennzeichen
12
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

¢ Anordnung der wffs:

» Definition einer lexikographischen Ordnungsrelation Giber den
Zeichen des Alphabets: — < s <a<A<..<z<Z

e Eine wff A ist vor einer wff B genau dann,
wenn die Zeichenreihe A kiirzer ist als B oder
bei gleicher Lange in Bezug auf die Relation "<" vor B
eingeordnet ist.

e Damit sind alle wffs in eine lineare Reihe gebracht und kénnen

durchnummeriert werden: A;, A, ..., A, ...

o Definition Ersetzungen:

e Seien A und B wffs. Man sagt auch: B kommt in A vor, wenn B
Teilformel von A ist, und schreibt dies A = A[B].

¢ Seien A, B und C wffs und gelte A = A[B]. Ersetzt man B an allen
Stellen, an denen es in A vorkommt, durch C, so wird das Resultat

dieser Ersetzung durch A{C/B} bezeichnet.
13
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

» Definition Kalkil K.:

(A1) =p—=>(Q—-0p

(A2) >P->20@->nN)->(p—->9 —>((E-—>n)
(A3) = (=p = —=q) - (9@ = p)

(A4) = —p > Pp

(A5) =p > —Pp

(R1) A, A—>B=B8B

(R2) A=A[B],, C wff = A{C/B}

14
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Anmerkungen:
¢ (A1) heiBt "Gesetz der Pramissenbelastung"

* (A2) heiBt der "Fregesche Kettenschluss"
(P—=>(@—>n)—>(p—>a)—>((P—r)

e (A3) ist die (nur klassisch glltige) Kontraposition

e (A4) und (A5): klassische Aquivalenz einer Aussage mit ihrer
doppelten Negation

¢ (R1): modus ponens

* (R2) besagt, dass Teilformeln von schon erzeugten Formeln
durch beliebige wffs ersetzt werden diirfen

15
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beispiel 1: Ableitung in K¢ - p —p

1 (p—>(@—>n)—>(p—aq)—>(pP—-n) (A2

2 (p—>(@-p)—>p—a)—>/P—-p) (R2):1{p/r}

3 p—(q—op) (A1)

4 (p—q)—>(pP—p) (R1):3,2

5 (p>(@—p)—>{P—>p) (R2):4q —p/q}
6 p—p (R1):3,5

e Anmerkungen:
e Z.4 aus Anwendung des modus ponens auf Z. 3 und 2
e Z. 5 resultiert aus der Ersetzung von q durch g — p

e Z. 6 aus Anwendung des modus ponens auf Z. 3 und 5

16
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beispiel 2: Ableitung in K +—-p —(p —q)

1 (=q—-p)—=(p—0q) (A3){a/p; p/q}
2 ((-q =-p) = (P —0q))
—(=p = (=g —»-p) = (p —Qq))) (A1){1/p; —p/q}
3 —p—=>((—q—>-p)—=>(P—0q) (R1):1,2
4 (=p—=>((—g9—>—-p)—(p—q))
- ((=p = (=q——p)) = (A2){-p/p; =9 ——p/q; p —q/r}
(=p—=>(p—q)
5 (p=>(=q—=-p)—>-p—->({pP—>09) (RI1):34
7 —p—-=>(p—9 (R1):6,5

e Anmerkungen:
e Z. 2:in (Al) wird p durch die Formel in Z. 1 ersetzt.
¢ Z. 6: die ndétigen Ersetzungen von p und q in (A1) wurden nicht mehr
eigens aufgeschrieben. 17
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Beispiele: Ableitung aus Annahmen in K¢

e Das Ableiten einfacher Formeln ist bereits sehr aufwendig:
Preis fur die minimale Ausstattung des Kalktils mit nur zwei
Regeln, die keine Anfangsregeln sind.

e Das Ableiten von Formeln unter zusatzlichen Voraussetzungen
ist deutlich einfacher.

» Beispiel 3: —p - p —(q

1 —p (Annahme)

2 —p —(=q —>—p) (A1){=p/p; —a/q}
3 =g —>-p (R1):1,2

4 (=g »>=p) >(p —q) (A3)

5 p—oq (R1):3,4

18
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beispiel 4: Ableitung aus mehreren Annahmen —p —-—q,, q  r —-p

1 —p >—( (Annahme)

2 (=p—>—-a)—>(q—>p) (A3)

3 q—p (R1):1,2

4 q (Annahme)

5 p (R1):4,3

6 p-o(r—p) (A1)Xr/q}

7 r—p (R1):5,6
e Beispiel 5: p - p - hierflir braucht man bloB p hinzuschreiben!

19
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

¢ Was wurde ohne bzw. mit Annahmen gezeigt?

ohne Annahme ‘ mit Annahme
Fp—p pPFEP
F—=p—(p—0q) —pF p —q

Es sieht so aus, als dirfe man, um eine Subjunktion ohne
Annahmen zu beweisen, die Ableitbarkeit des rechts vom Pfeil
Stehenden unter Annahme des links Stehenden beweisen.

Dies ist in der Regel viel einfacher!

20
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Das Deduktionstheorem fiir K,

Istin KF Al,...,Arl B beweisbar, so auch Al""’An-l - A, = B.

(fir den allgemeinen Fall mehrerer Annahmen — n=1 ergibt obige Tabelle!)

e Beweis:

* Die Voraussetzung der Beweisbarkeit der linken Seite beinhaltet,
dass samtliche Annahmen A; und B wff sind.

e Die vorausgesetzte Ableitung sei die Folge von Zeilen
Cyys - G, deren letzte identisch mit B sein muss.

21
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Von den Ubrigen Zeilen C; wissen wir nur: Jede von ihnen ist
e entweder eine der Annahmen A, ;
e oder aus einer der Anfangsregeln (A1) bis (A5) ,

e oder aus zwei vorhergehenden Zeilen durch Anwendung
von (R1),

e oder aus einer vorhergehenden Zeile durch Anwendung
von (R2) entstanden.

e Damit soll nun eine Ableitung der fraglichen Subjunktion
A, — B konstruiert werden. Das ergibt eine neue Liste mit
"A, — "vorjedem C: A, > C;, ..., A, > C

22
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beweis (Forts.) :

e Die letzte Zeile ist identisch mit A, — B, aber:
Die neue Liste ist keine Ableitung mehr!
Daher muss die Liste derart erweitert werden, dass sich eine
korrekte Ableitung ergibt. Dies geschieht durch Rlckgriff auf
die Fallunterscheidung bzgl. der "Herkunft" der C;.

e Fall 1: C ist eine der Annahmen A,.

e Handelt es sich bei A; gerade um die Annahme A, so
lautet die Zeile i in der zweiten Liste A, — A,, die aus der

als ableitbar bewiesenen Formel

p — p mit Hilfe der Ersetzungsregel (R2) entsteht. Es
genugt also, vor die Zeile i die sechs Zeilen des
vorhandenen Beweises zu schreiben und flr die
Rechtfertigung der Zeile i auf (R2) zu verweisen.

23
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Ist C; ein A, mit i < n, so schreiben wir vor die i-te Zeile
zwei neue Zeilen, um eine korrekte Ableitung zu
erhalten:

G- A -0

G

Hiervon ist die erste Zeile als Resultat von (A1) und (R2)
zu erhalten, und die zweite ist zuldssig, weil uns fur die
Formel C;, die ja nichts anderes als A, ist, weiterhin als
Annahme zur Verfiigung steht. Zeile i unserer neuen
Liste, also A, — C; , ergibt sich aus den beiden neuen
Zeilen mit modus ponens (R1).

24
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beweis (Forts.) :

e Fall 2: C; ist Resultat einer der Anfangsregeln.

Dann durfen wir C; als korrekt abgeleitet betrachten.
Also kénnen wir wieder die beiden Zeilen wie bei Fall 1
einfiigen und erhalten eine korrekte Ableitung von A, — C; .

e Fall 3: C ist Resultat einer Anwendung von (R1) auf zwei

weiter oben stehende Zeilen.

e In der alten Liste, die ja eine korrekte Ableitung ist, gibt

es dann zwei Zeilen mit den Nummern h <jund k < j,
in denen die Formeln C,, und C, stehen, wobei C, die
Formel C, — C; ist, denn nur dann ergibt sich C; durch

modus ponens angewandt auf diese beiden Zeilen.

25
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Nun gehen wir in die entsprechenden Zeilen der neuen

Liste. Wegen der Art, wie sie erzeugt wurde, wissen wir,
dass dort folgendes steht:

A, - C,
A,— (G, —>C)

Hinter die letztgenannte Zeile schreiben wir (erhalten aus
(A2) und (R2))

(An - (Ch - C])) - ((An - Ch) _>(An - C]))

Nun kénnen wir modus ponens anwenden und erhalten
((An - Ch) _)(An - C]))

und erneut mit modus ponens die gewiinschte Ableitung
von A, — C;.

26
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beweis (Forts.) :

e Fall 4: C; ist Resultat einer Anwendung von (R2) auf eine
weiter oben stehende Zeile C,

e Wir wahlen zunachst das kleinste j mit dieser
Eigenschaft, also die Zeile j, in der zum ersten Mal eine
Ersetzung gemaB (R2) erfolgte. Gehen wir nun in die
entsprechende Zeile h der neuen Liste, so darf man
wegen h < j die dort stehende Zeile
A, — C,
als abgeleitet aufgrund der Falle 1 bis 3 betrachten.

27
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e In dieser Zeile fihren wir rechts vom Subjunktor die
gleiche Ersetzung durch, die in der ersten Ableitung auf
C, flhrte. Das ist ein erlaubter Ableitungsschritt, der das
gewlinschte
A,— G
liefert. Mit weiteren Zeilen, flir deren Ableitung (R2)
verwendet wurde, verfahrt man dann, von oben nach
unten weitergehend, entsprechend.

e Da es nur endlich viele Zeilen gibt, sind wir in endlich
vielen Schritten fertig.

g.e.d.

28
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

¢ Betrachten wir noch einmal den Spezialfall n=1, dann besagt das
Deduktionstheorem: (A - B) > A —»B

Gilt auch die Umkehrung ?? D.h., erlaubt die Ableitbarkeit von
A — B, auf die Ableitbarkeit von B aus der Annahme A zu

schlieBen?

e Ja, denn zu einer Ableitung C,, ..., C, von A — B koénnen wir

als erste Zeile die Annahme A hinzufiigen und erhalten, weil
C, nichts anderes als A — B ist, mit modus ponens sofort B.

e Es gilt also insgesamt:

+ A —B genau dann, wenn A - B

29
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Die Konsistenz von K;

» Welche Formeln (Schemata) haben die Eigenschaft, in Kg ableitbar
Zu sein?

Da der Kalkul dazu dienen soll, das "inhaltliche" SchlieBen auf "rein
mechanisches" Konstruieren zurlickzuflihren, hat man nur an
Kalkulen Interesse, die die beiden folgenden Eigenschaften besitzen:

» Konsistenz: Wenn fiir ein Aussageschema A gilt - A, dannist A
allgemeingdiltig.

» Vollstandigkeit: Wenn ein Aussageschema A allgemeingliltig ist,
dann gilt A

e Flir den Konsistenzbeweis zeigen wir

e zuerst, dass jede der Anfangsregeln (A1) bis (A5) nur
allgemeingliltige Schemata liefert, und

e anschlieBend, dass die beiden Fortsetzungsregeln (R1) und
(R2) stets von allgemeinglltigen Voraussetzungen auf

allgemeingiiltige Schemata flihren. 30
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Beweis (Konsistenz):

» Da K ein Kalkil der klassischen Aussagenlogik ist, kann der erste
Schritt mit Wahrheitswertetafeln ausgefiihrt werden:

e (A1) und (A3) wurden bereits in Kap. 5 gezeigt.

* Die klassische Allgemeinguiltigkeit von (A4) und (A5) ist trivial.

* (A2) Fregescher Kettenschluss:
plajrip>@—->n) > —a —>(@FE->n)

~nmnSSSS
~nS S s S
~E S nE s
sssss3s s
ss"sss s
ssssssss
ssss™rss
ssssss™s
sss3s7s s

31
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

* Beweis (Konsistenz, zweiter Teil):

Die Fortsetzungsregeln (R1) und (R2) fuhren stets von
allgemeingliltigen Voraussetzungen auf allgemeingtiltige
Schemata.

¢ (R1) modus ponens trivial:

Wenn wir von den beiden Schemata A und A — B wissen,
dass sie allgemeingiiltig sind, dann auch, dass gemaf Zeile 1
der Definitionstafel fir den klassischen Subjunktor auch B
wahr ist.

32
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e (R2) Ersetzungsregel:

Die Ersetzung der Teilformel B eines Schemas A durch eine
beliebige wff C bedeutet nichts anderes als eine Permutation
der Zeilen der Wahrheitswertetafel flir A, eventuell unter
Wiederholung einiger Zeilen. Wenn urspriinglich unter dem
obersten Junktor dieses Schemas immer w stand, dann ist
das auch nach einer beliebigen Permutation der Zeilen der
Fall.

(Detaillierte Diskussion s. Inhetveen, S. 186f.)

g.e.d.

33
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

¢ Die

Vollstandigkeit von K:

Jedes allgemeingiiltige Aussageschema A ist in K ableitbar.

¢ Definitionen:

e Das Zeichen L steht abkiirzend fiir ein beliebiges logisch
falsches Aussageschema, z.B. —(A — A)

e Das Zeichen L sei ein Name flr eine beliebige — endliche oder
unendliche — Liste von wff.

L heiBt konsistent, wenn gilt: —(L - 1)

d.h. wenn es unmdglich ist, mit Hilfe von K irgend ein logisch
falsches Schema unter zusatzlicher Annahme aller Formeln aus
L abzuleiten.

(Genau: Die Konsistenz ist eine Relation zwischen L und Kg).
¢ Gibt es Uiberhaupt solche konsistenten Formellisten?

» Behauptung: Die Liste L, die aus allen in K ableitbaren Formeln
besteht, ist eine konsistente Formelliste. 34
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Beweis (Vollstéandigkeit): indirekt  — hier nur als Skizze

» Wir wissen: Jedes Schema, das tberhaupt in Kg ableitbar ist, ist
allgemeingdiltig.

e Ein solches Schema ist z.B. A — A, daher gilt F A —A
F
« Damit gilt erst recht fur eine beliebige Liste L: L K A —A
F
e Hat nun L auch die Eigenschaft L e —(A —A)
F

so ist L nicht konsistent: L enthalt einen Widerspruch.

e Eine beliebige Formelliste L heift maximal konsistent, wenn L
konsistent ist und auBerdem gilt, dass fiir jedes Schema A, das nicht
zu L gehdrt, die aus L durch Hinzufligen von A entstehende Liste L*
inkonsistent ist.

e Fiir den Fall, dass L unendlich viele Formeln enthalt, sei die
Ableitbarkeit L + A dadurch definiert, dass man sagt: Es gibt eine

endliche Liste L' von Formeln aus L, so dass gilt: L' - A 35
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

» Beweis (Vollstandigkeit, Forts.):

e Wenn es eine Formel A gibt, fur die gilt: % A, dann ist die
Liste, die nur die Formel —A enthalt, konS|stent

* Beweis:
Sei —A inkonsistent. Dann gibt es laut Definition eine
andere Formel A' mit der Eigenschaft —A - —(A' ->A")

Nach Deduktionstheorem erhdlt man  —-A ——(A"' - A")
und durch Kontraposition wird daraus - (A' -A") A

Nun gilt aber auch - A' —A', so dass (R1) modus ponens
liefert: FA

Dies widerspricht der Annahme 1, A,

Also ist die Annahme falsch, daher muss L = {-A}

konsistent sein.

36
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Hilfssatz:

Wenn es Uberhaupt eine konsistente Liste L gibt, so lasst sie
sich zu einer maximal konsistenten Liste L., erweitern, d.h.

L,..x €nthalt alle Formeln von L, dazu eventuell noch weitere,
und L., ist maximal konsistent.

e Beweis: s. Inhetveen, S. 189f.

37
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

» Beweis (Vollstandigkeit, Forts.):

e Nun wird eine Interpretation J : A — {w, f} konstruiert, die

genau L., als Modell hat, d.h. es wird gesetzt:
JAA) =w,wennAe L,
JA) = f,wennA¢ L

max

¢ \Von dieser Interpretation wird gezeigt, dass sie den wffs aus
A genau die Wahrheitswerte zuordnet, die ihnen auch nach
der Definition durch die Wahrheitswertetafeln zukommen.

Da der Kalkul nur zwei Junktoren verwendet, gentigt es, zu
zeigen:

(@) J-A)=w < JA) =f
(b) JA—B)=w < JA)=fv J(B)=w
e Beweis: Inhetveen 190f.
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Freges Kalkul der klassischen Aussagenlogik

e Volistandigkeit:
Ist - - A, dann ist {—A} konsistent. So kann man L, mit

—A € Ly, und J: L, — {w, f} mit J(—A) = w konstruieren.
Es ist dann also A falsch. Durch Kontraposition wird daraus:

Ist A klassisch-aussagenlogisch wahr, so gilt FA in K¢ .

39
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Ein effektiver Kalkil der Quantorenlogik

e Fregescher Kalkil der klassischen Aussagenlogik:

e einfach, aber umstandliche Ableitungen
... hur teilweise behoben durch das Deduktionstheorem;

» keine Behandlung quantifizierter Aussagen;
e klassisch, d.h. beachtet die LDF-Regel nicht.

¢ Geht es nur um die Behandlung quantifizierter Aussagen, so kann der
Fregesche Kalkil [(Al) bis (A5), (R1), (R2)] folgendermaBen erganzt
werden (vgl. R. Davis (1989), Kap. 3):

* (Q1) AAK) — A(L)

wobei A(x) eine wff und t ein Term frei flir x in A(x) ist.
¢ (Q2) A(A—B) > (A— AB)

wobei A eine wff ist, in der x nicht frei vorkommt
e (RI)A FAA
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Uberblick

¢ "Logikbaum"
Dialogische Begriindung
(semantisch / pragmatisch)
Modelltheorie Beweistheorie
Wahrheitswerte- | | Interpretations- Frege/Hilbert Gentzen
Tafeln semantik -Kalkiile -Kalkile
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Ein effektiver Kalkil der Quantorenlogik

¢ Die Grundidee des folgenden Kalkiils ESK geht auf Gerhard
Gentzen (1909-1945) zurick 3

e Gentzen-Kalkiile werden auch Kalkile des
"Natiirlichen SchlieBens" genannt: Ein Ziel Gentzens
war es, das SchlieBen in der Mathematik nachzubilden.

¢ Besondere Rolle in der Informatik, u.a. fir
Programmverifikation

* Ausgangsiiberlegung (Rekonstruktion nach Lorenzen, 1980)

e Damit ein Aussageschema allgemeingliltig ist, muss es eine
formale Gewinnstrategie geben.

e Sie endet mit einer Zeile, in der
¢ P eine Elementaraussage von O Ubernommen hat, oder

¢ O kein weiteres Argument mehr vorbringen kann.
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ESK

e Im ersten Fall kbnnen wir die Gewinnstrategie durch folgende
Endstellung im Dialog charakterisieren: F(c) | ¢

e C : die durch P libernommene Elementaraussage
e F : Liste aller Eintragungen auf der O-Seite; ¢ kommt darin vor

e Dieser Ausdruck heiBt Sequenz, genauer, weil es sich um eine
Gewinnstellung handelt: Grundsequenz.
Grundsequenzen sind also abgekiirzt notierte Gewinnstellungen.

e Im zweiten Fall sind zwei Mdglichkeiten zu unterscheiden:

e O kann auf einen Angriff nicht mehr reagieren, z.B. weil er —A
behauptet hat, vorher aber schon A behauptete, und das —A

nun von P mit "[A] ?" angegriffen wurde.
Notation: F( 1) | B "A" Malsum", auch: 1; B beliebig

43

Kapitel 07 G. Gorz, Informatik 8

ESK

» O erkennt, dass weitere Angriffe sinnlos waren, weil auf der
P-Seite ein allgemeingliltiges Schema steht; flir ein solches
Schema verwenden wir "y " "verum" (auch: T)
Grundsequenz flir diese Gewinnstellung: F | Y

e Damit: Drei Grundsequenzen flir Anfangsregeln
=F(c) | c
=F(A)|B
=F| v
¢ Grundidee flr Fortsetzungsregeln:

e Wenn wir eine Grundsequenz haben, die ja eine effektive
Gewinnstellung charakterisiert, dann muissen wir durch die
Anwendung einer Partikelregel von der vorletzten zur letzten
Zeile gekommen sein. Der vorletzten Zeile ist also eine
Sequenz zugeordnet, die ebenfalls zu einer Gewinnstellung
gehort. 44
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ESK

e D.h., der Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile des
Dialogs erfolgte durch Anwendung einer Partikel-Regel;
den Weg von der Grundsequenz zur Sequenz fur die vorletzte
Zeile erledigt eine Regel, die die Anwendung dieser
Partikelregel einfach riickgangig macht.

» Beispiel: Gewinnstrategie flr ein effektiv allgemeinglltiges

Schema
0 (A AB) A
1| AAB ?
2 A L?
3 [A] (T1)
45
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ESK

Wie sehen die Sequenzen aus, die zu dieser Strategie gehdren?

Gehe in letzte Zeile und schreibe alles in die Sequenz, was sich auf
der O-Seite angesammelt hat und was P zuletzt behauptet hat:

AAB, A]A

Dies ist eine Grundsequenz mit A flir ¢ eingesetzt.

46

Kapitel 07 G. Gorz, Informatik 8



ESK

e Weiter zuriick in Zeile 1 hatte O noch kein A stehen, weil die
Konjunktion noch nicht angegriffen war. Zugehorige Sequenz:

AAB | A
* Regel, die von der vorhergehenden Sequenz zu dieser flihrt:
F(AAB), A|] A= FAAB) | A
Sie erzeugt

e aus einer Sequenz, die die Situation nach einem Angriff auf eine
Konjunktion bei O sowie die dazugehorige Verteidigung beschreibt,

e eine neue Sequenz, die die Situation unmittelbar davor beschreibt.
Daher wird die Regel mit "(0,)" bezeichnet.

« Den Ubergang zur Zeile 1, also von der Sequenz
ausgehend, nimmt folgende Regel "zuriick": | (A AB) —A

(P,) FA|B=F|A—>B
47
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ESK

¢ Mit diesen beiden Regeln wurde in zwei Schritten aus einer
Grundsequenz eine neue Sequenz erzeugt, die das urspriingliche
Schema reprasentiert.

» Entsprechende Regeln werden fiir alle sechs logischen Partikeln
bendtigt:

* jeweils flrr die beiden Falle, dass die jeweilige Partikel auf der
O- oder P-Seite steht.

e Wenn eine Dialogstellung durch einen Angriff auf eine
Konjunktion bei O entstanden ist, hatte P ja zwei
Mdglichkeiten fir seinen Angriff — daher gehdren zu diesem
Fall zwei Fortsetzungsregeln.
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ESK

e Dasselbe gilt, wenn P eine Adjunktion behauptet hatte:
Er kann wahlen, wie er sich verteidigt.

e Stand auf der P-Seite eine Konjunktion, so hat O das
Wahlrecht, wie er angreift. P muss flir eine Gewinnstrategie in
beiden Fallen Uber eine erfolgreiche Verteidigung verfligen,
d.h. die Fortsetzungsregel zur Erzeugung der entsprechenden
Sequenz muss zwei Pramissen besitzen.

e Dasselbe gilt, wenn es um eine Adjunktion bei O geht.

49
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= F) | c
ESK = F(A) | B
= F|Y
FIA,F|B = F|AAB (P
F(AAB),A| C = F(AAB) | C (©)
F(A AB),B| C = F(AAB) | C
FIA = F| (AvB) (P,
FIB = F| (AvB)
F(AvB),A | C,F(AvB),B| C = F(AVB) | C (0))
FFA|B = F|A>B (P_)
F(A >B) | A, F(A =B),B| C = F(A—>B) | C (O_)
FA|JA = F|—-A (P)
F(-A) | A = F(-A) | C (0.
Fl AN = F| AAKX) (Pp)
Falls n eine Konstante ist, die weder in F noch in /\XA(x) vorkommt.
FIAAMX), A(n) | C = FIAAM) | C (Op
Fl AN = F| VAX (Py)
FVA00) A | € = FV,AM) | C (Oy)

Falls n eine Konstante ist, die weder in F noch in VXA(x) vorkommt.
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Herleitung allgemeingdltiger Schemata
mit ESK

e Beispiel ¢ Wie kann man solche Ableitungen
finden?
A A=A, —A, A | A Grundsequenz
A ~=A, —A A | (0):1 0 —(A A—=A)
A/\—|A, —A I (OA):Z 1 A A—=A =
AA—A | (0):3 ) A L?
| =(A A—A) (P):4 3 —A R?
4 - A?

e Lies formale Gewinnstrategie
von hinten und benutze auf
der P-Seite immer nur die
jeweils letzte Eintragung
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Herleitung allgemeingultiger Schemata mit
ESK

e Das Verfahren, aus einer Strategie im Dialog durch "Rickwartslesen" eine
Ableitung in ESK zu konstruieren, funktioniert generell:
So wurde der Kalkil gerade konstruiert.

¢ D.h., der Kalkiil ist vollstandig: Jedes allgemeingliltige Schema lasst sich
in ESK ableiten; denn Allgemeinglltigkeit = (konstruktive) Existenz einer

(formalen) Gewinnstrategie.

e Einwand: ESK ist Uberfllissig, weil man zur Begriindung seiner
Vollstandigkeit auf die vorher bekannten Strategien zurlickgreifen muss.

e ]Ja, so lange es nur um allgemeingtiltige Schemata geht ...
aber: der Einwand verliert seine Bedeutung, wenn man — was auch
Gentzens Intention war — mit Hilfe von ESK die Frage untersucht, ob eine
mathematische Disziplin, z.B. die Arithmetik, widerspruchsfrei ist.

o Ist ESK selbst konsistent ?? ... Beweis erfolgt indirekt.
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Der Schnittsatz von Gentzen

e Satz: Die Schnittregel
FIA, F,A|B =F,F|B
ist im effektiven Quantorenkalktil ESK zulassig.

¢ D.h. die Formel B ist auch ohne A herleitbar,
A ist eine (zusammengesetzte) Aussage

e Beweis: durch Teilformelinduktion bzgl. A

e Durch die Induktion wird gezeigt, dass fir alle moéglichen
Zusammensetzungen von A die Aussage B auch ohne die
Schnittregel, nur unter Anwendung der Regeln des Kalkdils,
herleitbar ist.

¢ Dabei ist zuerst zu unterscheiden, ob A Gberhaupt
zusammengesetzt ist oder aus einer "Elementaraussage”
besteht.
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Der Schnittsatz von Gentzen

e Fall 1: A ist eine Elementaraussage
e Fall 2: A ist keine Elementaraussage
eFall 2.1: A=A, A A,
eFall 2.2: A=A, VA,
eFall 2.3: A= A, > A,
eFall 2.4: A=-A
e Fall 2.5: A= A\ Ay(x)
e Fall 2.6: A= V. A, (x)

e Fir alle Falle ist ein Induktionsbeweis zu flhren.
Dies kann hier nicht im Detail ausgefiihrt werden, wird aber zur
Nacharbeit dringend empfohlen! (Inhetveen S. 197-202)
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Die Konsistenz von ESK

e Fiir jedes beliebige allgemeingiiltige Schema A — das dann ja in ESK

herleitbar ist — gilt: 7 —A
ESK

e Beweis mithilfe des Schnittsatzes:
Seien F, F leer, A das allgemeingiiltige Schema und B gleich A .
Dann besagt der Schnittsatz, dass der Ubergang von den beiden
Pramissen | A und A | A zu der Konklusion | A erlaubt ist,
wenn die beiden Pramissen in ESK ableitbar sind.
Die Ableitbarkeit der ersten ist vorausgesetzt.
Flr die zweite Pramisse gibt es keine Ableitung, denn

e der fragliche Ausdruck ist nicht Ergebnis der Anwendung
einer Anfangsregel, und

¢ von den Fortsetzungsregeln flhrt keine auf die Sequenz | A

e Die Sequenz A | A ist also nicht ableitbar in ESK.
Nach (P_ ) ist dies aber nur eine andere Schreibweise fir | —A.

e Damit ist die Konsistenz von ESK bewiesen. 5
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